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DIFFÉRENTIATION d'uN2 iriTÉGIlÀLE DÉFINIE PAU RAPFOKT 
A SES LIMITES. 

443. On sait qu'étant donnée une fonction quelconque 
Ae x^f(x)^ il existé toujours une autre fonction 9(x) 

telle que Ion ait 

f'(*)=/(x), 

et que l'intégrale générale Aef(x) dx est alors représentée 
par 

c étant une constante arbitraire. 

" Désignons par u l'intégrale Ae f{x)dx^ prise entre 
deux limites aeib\on aura 

Ja 
II. l 
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a GOUUS D ANALYSE. 

L'intégrale définie u ne dépend plus d&o;, mais elle est 
une fonction des limites a et &, et l'on peut se proposer 
de la différentier par rapport à Vune ou à l'autre de ces 
limites. On y parvient aisément sans effectuer Tiiitégra- 
tion. En effet, de Tégalilé 

« = ?(*) — ?(«)» 
on déduit 



et puisque f (x) =/(x) , 
du 






(0 



da 



= -/(«), 



du 
dh 



=/(*). 



444. Si a et & sont des fonctions d'une certaine va- 
riable «, indépendante de x, en désignant par du la dif- 
férentielle totale de u considérée comme fonction de la 
variable indépendante «, on aura (1, 40) [*] 

du , du ,, 

du =: -—da -}- --idby 
da db 

et, par conséquent, 

• rfn = — /(«) da -¥-f[b) db. 

On obtiendra ensuite du en fonction de t en remplaçant 

dans cette formule, a, 6, da^ dbj par leurs valeurs en 

fonction de f. 

IKTERPRÉTATIOlf GÉOMÉTRIQUE. 

445. Soit 

Téquation en coordonnées rec- 
1F tangulaires de la courbe CD' : 

l'intégrale définie 

«= / f{3c)dx 




[*] (I, 40) indique «n renvoi au n» 40 du premier volume. Les ren- 
vois au second volume seront simplement indiqués par le numéro du 
paragraphe. 
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TRENTB-SCPTlkME LEÇON. 3 

représente Taire ABCD. Donnons aux limites a et b les 
aceroissements infiniment petits ^ 

on aura 

A'C'D'B'=:«-h«/« 

et rfa = — A A' CC 4- BB' DD' . 

Or on peut remplacer AA' CC et BB' DD' par les rec- 
tangles ACEA' et BDFB' qui n'en diffèrent que de quan- 
tités infiniment petites du second ordre (1, 194) ^ on aura 
donc 

A A' ce = /(fl ) €/« , DBB' D' =/( b)db, 

et, par suite, 

dtt = — f(a)da-^f(b)fib. 

DIFrÉRENTIATION d'uNE INTÉGRALE DÉFINIE PAR RAPPORT 
A U& PARAMÈTRE VARIABLE. 

446. Supposons que la fonction placée sous le signe I 
dépende d'une variable f , autre que x, et soit 



«== / (x, 



t)dx. 



Si les limites a et b sont indépendantes de / , on aura , 
en donnant à t Taccroissement ût, 

/(x, /4-AO^— I f{x,t)dx 

par suite 

et, si l'on fait décroître indéfiniment At^ on aura à la 
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4 
limite 

(2) 



COVKS D ANALYSE. 



du^ r'' 4Ax,t) 

di J, dt 



dx. 



447 . Quand a et i dépendent de f , rfu désignant la diffé- 
rentielle-totale de f^, et ^> ^î ^ les dérivées partielles 
de cette fonction , on a 

du , du ,. du . 
du r= -r- da '\- -^db '\- -j^ dt : 
da do dt 

mais (443, 446) 

donc 

t/a = — /(^ , «^« H-/( '^ db-i-dt f ^dx. 

Ja dt 

m 
INTERPRÉTATION GÉOMÉTRIQUE. 

\ 

'448. Soit CD la courbe dont Féquation est, en coor- 
Fig. io5. données rectangulaires, 

X =/(-^, 0- 
Si OA = a , OB = i , on aura 

« == i /{x, t) dx =z aire ABCD. 

Donnons à t raccroissement 
infiniment petit dt : aetb qui sont des fonctions de t re- 
çoivent des accroissements AA'=rfa, BR^=db. En même 
temps la courbe CD se change en une autre courbe EH 
infiniment voisine, et Ton a 

J/%b-hdb 
I f{xy 1 4- dt) dx = aire A' GHB' ; 

a-^da 

Mais aire A' GHB' = AEFB — AÊGA' -f- BFHB', 

donc ^/« = A'GHB' — ACDB 

= ( AEFB — ACDB) — AEGA'-h BFHB% 
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TRENTE-SEPTIÈME LEÇON. 5 

OU, en uégligeant des infiniment petits du second ordre, 

f{Xyt^di)da:^ I f{x,t)dx 

^f{a,t)daXf{b,t)db, 
et enfin 

duzzzdtC ^Ii^dx^f{a,t)da^f[b,t)db. 

DIFFÉRENTIATION d'uNE INTÉGRALE INDÉ^FINIE PAR RAPPORT 
A UN PARAMETRE TARIABLE. 

449. Soit II {^intégrale indéfinie de /{x-, t) dx^ dans 
laquelle t désigne un paramètre variable qui ne dépend 
pas de x\ on peut, sans rien ôter à la généralité de cette 
intégrale, l'écrire sous la forme 



ie= r f{x,t)dx^^[t). 



^{t) étant une fonction arbitraire de /. Différeniions 
maintenant par rapport à 2, en supposant que t ne dé- 
pende pas de a : nous aurons (446) 

mais comme ^*(t) est une constante par rapport à x^ le 
second memi)re revient à l'intégrale indéCnie de.^ dx^ et 
l'on peut écrire 

dt J dt 

Ainsi , pour diffêrentler une intégrale indéfinie par 
rapport à un paramètre variable, il suffit de differen-- 
lier, par rapport à ce paramètre ^ la Jonction placée sous 



le signe 1 • 



INTÉGRATION SOUS LE SIGNE. 

450. Si Ton multiplie par dy l'intégrale définie 

/ixyx)d.r. 



£ 
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et que 1 on intègre ensuite par rapport a j^, on aura 

/ ^r / f{x,y)dx. 

Or je dis que l'on peut intervertir l'ordre des intégra- 
tions, c'est-à-dire que l'on aura la formule 

En effet, on a (449) 

J a • 

donc, en intégrant les deux membres de cette équation par 
rapport à y^ il en résultera 

/ dxif[x,y)d.vz=:ldxi f[x,y)dx. 

et , si l'on prend pour limites de y les constantes c et rf, 
on aura 

à' \ f(x,y)dr= dx f[£,y)dx. 

•Je %/c •fa 

45i . L'interprétation géométrique de cette formule est 
facile 5 car ses deux membres représentent également le 
Fig, 106. volume ABCD A'B'G'D' com- 

pris entre la surface qui a pour 
équation z=/(x,j), le plan 
des xy et les quatre plans qui ont 
pour équations 



&:! 



x •=. a ^ 



y = d. 
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TRENTE-SEPTIÈME LEÇON. 
DÉTERMINATION DE l'iNTÉGRÀLE 



X 



sin" xdjT. 



452. On peut déterminer une intégrale définie quand 
on connaît Fintégralc indéfinie ; mais il y a souvent des 
simplifications. Ainsi , quand on a 

J/{^) dx=v^ (x) ^J^ (x) dx, 

il en résulte 

f /{x)dx=:^(b)^ff{a)^ f ^{x)dx, 

et si ^[x) est plus simple que y (x) , l'intégrale cher- 
chée sera ramenée par cette formule à une intégrale plus 
simple. 

Soit, par exemple, l'intégrale 

M^ = I * sin"xrfjr. 
En intégrant par parties , on a 
/ sin"x dx= j sin"~' x.d(^ cosx) 

= — sin""' X ces x -{- {n — i ) i sin"""' x co%* xdx j 
ou bien,^en remplaçant cos'jrr par i — sin'jc, 
I %ïti'*xdx = — sin"~' X cos.r 4- (^ — i) / sin'*~'x€/r 

— (/i — i) I sin^x^/jr. 
De là on tire 

- 4» 

I sin"jc£/a7= sin"" '^cosx H f sin^^'ac/x. 

.' ^ ^ J 

Intégrons maintenant entre les limites oet - et observons 
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que le premier terme du second membre s'annule à ces 
deux limites, n étant plus^rand que i, il viendra 

/i — 1 

( I U^Z= f/^j. 

Soit n pair : nous aurons successivement 

/i— 3 
n — ^ 

Si Ton multiplie toutes ces équations membre à 
membre, il vient 

, , n i 3 5 n — I 

En changeant /i en /i -f- 1 dans la formule (i), on aura 
n 



et ensuite 



««+-1 




/I 


4-.'^"- 


'1 » 


«/«-. 


= 


n 


— 2 




n 




-8> 


W/»-3 


= 


n 


-^« 




n 


-3""- 


-i> 



2 

3' 



«, = I sin xdx = I . 



En multipliant toutes ces équations membre a membre, 
on aura 

246 n 



(3) 



357 /? -f- I 
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, 453. La formule (i) ne peut plus servir à la détermi- 
nation de Un quand 71 n'est plus un nombre entier; 
mais on peut l'employer à réduire cet indice au-des- 
sous de l'unité. Dans tous les cas, en faisant j^ = sinj:, 
l'intégrale 



se ramène à la suivante 



£''" 



qui est algébrique. 



/■ 



FORMULE DE WALLIS. 

454. On peut déduire de ces formules la valeur de - 

exprimée par un produit d'une infinité de facteurs. En 
effet, puisque sîn x est moindre que l'unité, on a 

sin"x]> sin""*"'.» 

pour toutes les valeurs de x comprises çntrc o et -•, 
donc on a 

XsÎD'jrr/r^ I ^sin^+'orc/^, 
c'est-à-dire 

Delà, et des formules (2) et (3) trouvées plus haut (452), 
on tire 

TT a 2 4 4 '' ^ 

i^ ^ 7 * "5" * ô" ' 



2 i3 35 n — 1/1 -f-i 
On aura de même 
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OU bien 



21 3 3 5 n — 1 /i-t-i /î-hi 



DoiK' si Ton pose 



2*44 '» ^ 

i 33 5 n — I «-f-i 



on aura 



->A et -<'A' =A(iH ). 

a'^ 2^ /i-J-i \ n-^ij 

Il en résulte que 

^==A(l + a), 

a étant une quantité plus petite que » et comme 

ceci est vrai , quelque grand que soit n, on aura , en sup- 
posant « = 00 , 

TT __ 2 24 4 ^ 
2""7'3*3'5*5 

Cette formule remarquable a été découverte par Wallis. 
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TRENTE-HUITIEME LEÇON. II 

I- , fci .... . . 

TRENTE-HUITIÈME LEÇON. 

Suite de la détermination des intégrales définies. — Intégrales eulérienDes 
de deuxième espèce. — Intégrales* obtenues par la différentiation ou 
l'intégration sous le signe, — par des considérations géométriques, — 
par la léparation des quantités réelles et des imaginaires, — par une 
équation différentielle. 

INTÉGHALES EULÉRIENNES DE SECONDE ESPECE. 

455. On donne le nom àHntégrale eulérienne de Je- 
conde espèce à Tinlégrale définie 

' V[n):= I af'-'er^da:. 

L'exposant de x doit être supposé positif; car si « était 
égal au nombre négatif — p^ Tintégrale considérée aurait 
une valeur infinie. En effet, on a, a étant compris entre 
G et I, 

il r ' 

or pour a = o, - 1 - est infini : l'intégrale i e""" x^f'"^ dx 
^ Jo 

est donc infinie, et il en est de même, à fortiori, de Tint^é- 



x-v-^ e'"^ dx . 



456. L'intégrale T [n+i) peut se ramener à T [n)^ 
En intégrant par parties, on a 

/• af* e'^'dx = — x"e""' 4- « / e-'x"~' djc. 

Or X" e~^ s'annule pour x = o et aussi pour x = oo ^ 

En effet, puisfjue 

X x^ 

^ = IH h ... H . 4- . . . , 

/ I ' I . . . z 

on a, quel que soit /, 

^ ^' 

^ l 2.3. . . / 
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par conséquent 



Or, quand on prend i > n , ce qui est évidemment per- 
mis, le second membre devient oo pour a: = oo . Donc 
le produit ,x~"e' devient aussi infini, et par conaéquent 
son inverse x"e~' devient nul pour a: = oo . 

D'après cela, si Ton int^re entre les limites o et oo , 
on aura 

o Jo 

ou ^(/I^-I) = /îr(/î). 

457. On aura de même 
r (/!)=: {/i — i)r(/i^i), r(/i — 2) = (/i- i)r(/i-2), 
et si n est entier, on arrivera à 

r(2) = ir(i), 



<"=X 



90 

€"' djc Z= ï. 



Par conséquent, on aura pour n entier et positif 

r(/i) = i.2.3.,.(/ï — i). 
Si /i, sans être entier, est plus grand que i , la formule 

r(«) = («-i)r(«-i) 

permettra de réduire Fintégrale F (w) à rinlégraleF (v), 
dans laquelle v désigne un nombre positif moindre que i 5 
de sorte que pour calculer la fonction T (n) il suffit d'a- 
voir les valeurs de cette fonction pour les valeurs de l'in- 
dice n comprises entre o et i . 

458. L'intégrale T [n) peut prendre une autre forme . 
en posant e~'= y, on a 

X = i -y ax = ^9 

r r 
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rw = jr'(,i)--*. 

INTÉGRALES QUI SE DÉDUISENT D^UNE INTÉGRALE CONNUE 
PAK LA DIFFÉRENTIATION SOCS LE SIGNE. 

459. La difTërentiation sous le signe permet de déduire 
d'une intégrale définie connue de nouvelles intégrales. 
En voici quelques exemples : 

r dx n j^ 

Jo X* -4- « 2 
Différentions n fois par rapport à a : il en résulte 



pi. ..3.. ./Il 



35 a/i — I I TT 



2 2 2 



a"-^l 



et, par suite 9 

Jr°^ rfor _ 1.3. 5... (2/1— i) yr 

I, (a:»4-«r'~" 2. 4. 6... 2/1 *2^«+r 

2«. Soit f e^ax = -^ 

Jo 

Si Ton diflérentie les deux membres de cette égalité n — i 
fois par rapport à a, on aura 

e-*«a*-*/5te = 1.2.3. . ,(/î — i) a-", 
ou bien 

Jo «" 

460. Ce dernier résultat subsiste quand on remplace la 
quantité réelle a par l'expression imaginaire a 4- i v^— i, 
dans laquelle la partie réelle a est positive. 

En effet , oh a 



/ 



«4-^ V---I 



— g-"-^ (ces ^.g — v^r— I sin ^.r) 
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et, par conséquent, 

Si maintenant on diflérentie cette égalité n — i fois par 
rapport à rz, on aura 

ce qui est la dernière formule du n** 459 étendue au cas où 
a est imaginaire. 

461. Cette formule fournira d'autres intégrales, au 
moyen de la séparation des quantités réelles et des imagi- 
naires. Posons 

(a 4- b^—i) = p{cosB 4- V^ — i sinô), 
c'est-à-dire 

/ j~ û à 

s/a'-i-b' Slà'-^b^ 

la dernière équation devient 

er^' (cos Z>j: — y^— i sin bx) x**-* i/.r 

= -~-^ (cos/iô — v'— I sin/tO), 

équation qui se partage en deux autres : 

éf-«* j:"-» sin ^^ rfjr = — i— ^ sin /i 6 , 
P" 

^-« jjfl-i çjjg ^^ ^^ -_ _] — ces « 0. 

P" 

TVotre démonstration suppose que n est un nombre en- 
tier; mais ces formules subsistent quel que soit «. 

INTÉGRALES DÉDUITES D* AUTRES INTÉGRALES AU MOYEN DE 
l'intégration SOUS LE SIGNE. 

462. L'intégratioti des intégrales définies par rapport 
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aux conslanles qu'elles renferment fournil encore de 
nouvelles intégrales. Ainsi, soît 



X 



a 



er^'co^bxdœ = 



a'-i-b^^ 



intégrale qui se déduit de la dernière formule (461) m 
faisant « = i . Il en résulte, c étant Une constante moindre 



que fl. 



Mais 



I da I er-"' cos ùx djc±=z j ^ * 1,2 '' 



I da I €-•* co% bxdx=z j dx j e-^'co^ bxda 
c Jo */o Je 



I»— «* 

— ces bx dx ; 



d'un autre côté, 



Donc 



463. Si Ton fait fc = o, on a 



.r r 



On obtiendrait encore ce résultat en intégrant relative- 
ment à a, entre les limites c et a, les deux membres de la 
formule 

Jnco _ 

464. Par le même procédé , de la formule 

f e-^' sm bx dx ■= —-. r- ? 
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on déduira 

Jl da I e"'' ^n bx fix = 1 p 
. c Jo Je «*-^*' 

a c 

= arc tang -r — arc tang j* 



M 



ai s 



c •/o */o Je 
siD 6x rfx ; 



donc 



! sin bx dx = arc tang -=■ — arc tang 7 • 

o 

465. Si Ton fait a = oo , c = o , on a 

r 



'*°° sin bx , ir 



o: 2 

pourvu que b soit > o. Si Ton avait i<o, le second mem- 
bre serait • Cette in t^rale présente donc une disconti- 
nuité remarquable : constante, lorsque b varie en conser- 
vant le même signe, elle passe brusquement de à - 

lorsque b, en s'évanouissant, passe du négatif au positif. 

EMPLOI ' DE CONSIDÉRATIONS GÉOMÉTRIQUES FfMJR LA 
DÉTERMINATION DE CERTAINES INTÉGRALES DÉFINIES. 

466: L'intégrale 

A= / e-'*dx 



J/*QO 



a été déterminée par M. Poisson à l'aide d'un procédé 
très-remarquable. Si l'on change x eny^ on aura encore 
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»7 



et, par suite, 




Soient maintenant trois axes rectangulaires Ox^ Oj^ 
Oz et / 

ks équations d'une courbe 
située dans le plan zOx, Si 
cette courbe. tourne autour 
de l'axe O^, elle engendre^ 
ra une surface ayant pour 
équalion 

€t l'intégrale double 

Jo 

représentera le quart du volume compris entre la sur- 
face et le plan xOj. On peut évaluer ce volume en le par- 
tageant en une infinité de tranches cylindriques dontOjs 
soit l'axe commun. La tranche dont les surfaces exté- 
rieures ont pour rayons r et r-h dr est égale à sa base 
2 i:rdr multipliée par sa hauteur z ou e"'^* : on a donc 

1 P^ 

"=îX --■ 

d'où A =:-\/îr. 



4 



467. Un procédé analogue peut être employé pour la 
détermination d'autres intégrales. Supposons que l'on ait 
à évaluer 



f dy j f{x,y)dx'. 
o «/o 



Cette intégrale représente la portion située dans l'angle 
des coordonnées positives du volume compris entre la 
II. a 
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surface qui a pour équalion 

Fig. 108. ^ —/(-^i y) 

et le plan xOy, Décomposons 
ce volume en éléments infini- 
ment petits par des plans zOS, 
zOB. menés par Taxe des z et 
^ par des cylindres PQ , RS ayant 
Oz pour axe commun. Si l*on 
pose OP = r, POj:=0, le 
prisme infiniment petit MPQRS ayant p'our base le rec- 
tangle PQRS = rdOdr, et pour hauteur 

zz=/{x, x):=:/{rcosB, rsinô), 
aura pour volume 

rd^drf[ r cos 0, r sin 0). 

L'intégrale proposée pourra donc être remplacée par la 
suivante 

Jf I ^ /(r COS 0, rsinô) m/Orfr, 
O â/O 

dont la valeur sera quelquefois plus facile à trouver. 

[ e"''* dx ==i -^ conduit à la sui- 
^ 

vante ^ 

■ 00 
En effet, 

«/— 00 «/ — 00 4/0 

Si Ton change .r en — x, on à 

/ e-'^dx = l e-'^dx = - y/i ; 

J — bc' t/ ^ 

donc I e-^^dx = y^. 

469. Plus généralement, si/ (jr) est une fonction paire 
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de x, c'est-à-dire une fonction telle, que Ton ait identi- 
quement y(x)=/{ — x), on aura 

f{x)dœ=i \ f{x)dx. 

En effet, 

■ 00 */ — 00 «/o 

Mais 

- 00 yo «/ o 

donc 

Xoo /•» 

On prouverait de la même manière que si f{x) est une 
fonction impaire, c'est-à-dire si J*( — a:) = — f{x)^ oa 
aura 

/OO 
-00 
470. Si , dans l'intégrale 

(i) / e-''dx= v^, 

«/ — 00 

oa remplace .r par xsfâ^ on aura 

•/— 00 v^ 

En différentiant celte dernière équation n fois de suite 
par rapport à a , on aura 

et, si l'on fait a = i, 






-■^ i.3.5...(2^-.) 
a' 
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EMPLOÏ DES IMAGINAIRES. 

471 . En changeant x en x+a dans Téquation (i), elle 
devient 







i. 


-00 


=v/;ï. 




1 


ou 




«/ — oo 


= ^'V^; 






mais on a 














•/ — co 


^-*»-2M 


•/— 00 


-*• (e-M.) 


<ir 












"(f'« + 


e-'" 


O'/^; 



donc on aura 



£ 



Les deuic membres de cette équation peuvent être déve- 
loppés en séries convergentes, suivant les puissances 
entières et ascendantes de a , et comme Téquation a lieu 
pour toutes les valeurs réelles de a^ les coefficients des 
mêmes puissances de a doivent être égaux dans les deux 
-membres •, d'où il suit que l'équation subsistera si l'on y 
remplace a par une expression imaginaire. En posant 
a = (x, ^ — I, d'où e^"'-^ e""'^'== a cosaaar, elle devient 



Jf éT-*' ces 2 a .irdx = - tf"" i/fl 
^ 



Ainsi le passage des quantités réelles aux imaginaires 
peut faire découvrir de nouvelles intégrales , comme on 
l'a déjà remarqué au n** 460. 

INTÉGRALE OBTENUE A l'aiDE d'uNE ÉQUATION 
DIFFÉRENTIELLE. 

472. Un autre procédé consiste à former, entre l'iiilé- 
grale proposée et l'une des indéterminées qu'elle ren- 
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ferme, uoe équation différentielle qu'on puisse intégrer. 
Soit, par exemple, 






*cos20Lxdx. 
Jo 
On 

du r^ f^ 

'^« Jo Jo 

En intégrant par parties et en observant que sin 3 a jr.e" 
ost nulle aux deux limites, on aura 

-r- =:-^ I 6'""* cos2«x.2aa«, 
^« Jo 

, ^ .. du du 

c est-a-dire -7- = — 2a a, ou — = — 2a^a; 

d*oà « = «?-< 

Pour déterminer c, on fait a = o :. alors 



donc 



Jo ^ 

foo . 

2 
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TRENTE-NEUVIÈME LEÇON. 

Suite de la détermination des intégrales définies : méthode de M. Cauehf. — 
Formule fondamentale. — Applications. — Développements en série. 
Intégrales eulériennes. — Définition. — Propriétés des intégrales de 
première espèce. — Relations entre les hitégrales eulériennes. — Inté- 
([raies multiples q»i s'expriment à Taide des fonctions T.-- Application» 
aux volumes et aux centres de gravité. 



MÉTHODE DE M. CAIJCIIY. FOKMULE FONDAMENTALE. 

473. Soient z une variable imaginaire, r son module et 
p son argument, en sorte qu'on ait 

z = r{co%p -h ^ — I sin^) = reP^-'^. 

So\e\nf[z) une fonction de z qui reste finie et continue,, 
ainsi que sa dérivée, pour toute valeur de z dont le mo- 
dule r est inférieur à une certaine limite R. Supposons, 
en outre, qu'en laissant le module constant et en faisant 
croître l'angle p d'une manière continue depuis une 
valeur quelconque a jusqu'à la valeur a -t- 27r , la fonc- 
tion reprenne, pour^== a 4- aw, la valeur qu'elle avait 
pour p = a. Cette condition, que M. Cauchy omet dans 
ses énoncés , mais qu'il suppose dans ses démonstrations , 
n'est pas toujours remplie quand la fonction f{z) a 
plusieurs valeurs différentes pour une même valeur de z. 
On ne considère ici qu'une des valeurs Aq f[z) et la va- 
leur correspondante de sa dérivée. 
Cela posé , je dis qu'ow a la formule 

W /(o) = -î-/ f{z)dp, 

OU /(o)=r- J^ f{reP^-')dp, 

pour tout module r moindre çue]R., 

En eflet, z étant une fonction de /• et de /7, si Ton dif- 
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férentie/(5;) tour à lour par rapport h r et à /;, on aura 

rt, par conséquent, 

dr r\/— I dp 

Comme, par hypothèse, /'(z) reste finie et continue pour 
tonte valeur de z dont ]e module est moindre que R^ la 
même propriété appartient aux detix membres de cette 
dernière équation. En les multipliant par dr . dp, et les 
intégrant par rapport à r depuis o jusqu'à r, et par rap- 
port à p depuis a jusqu'à a -f- 2 7r, on a 

«'•on a J'iZ^dr=/iz)~/{o), 



/o 
cl puisque 



on a 



Mais le second membre est nul par hypothèse^ par coasé- 
<]uent 



Jçr dr r 



cl 



dp 



—)--dp=zo, 



[Az)-/{o)]Hp = o; 



dp= f f(^)dpf 

V. Jv, 
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OU 

ce qu'il fallait démontrer. 

474-. Si f(z)eif^{z) restent finies et continues pour 
toutes les valeurs de z dont le module est compris entre 
r et jO, en appelant ^ la valeur de z qui a p pour module, 
on aura 

« «/a 

ainsi la valeur de Jf [z)dp est indépendante du mo- 
dule /', ce qu'on vérifie en différentiant. 

475. En faisant a = o dans la formule (I), on aura 

(II) /(o) = 2-J"''/{rcP'->)dp, 

et si l'on fait ensuite a = — stt et que Ton change p en 
— /?, on aura 

/(o) = -^ ^/[re-'P^^ydp. 
^^ Jo 

476. En remplaçant f(z) par f (a!: + ;7) dans la for- 
mule (I), on en déduit 

/»a -+-271 

car on a f{p)=z{{^x). Ainsi une fonction ([x) d'une va- 
riable .r, réelle ou imaginaire, peut être représentée par 
une intégrale définie, pourvu que f (j:-|- re''*^"*) reste 
finie et continue ainsi que sa dérivée pour la valeur attri- 
buée à r et pour toute valeur moindre, et que cette fonc- 
tion reprenne la même valeur quand p augmente de 2 7r. 

APPLICATIONS. 

477. Les formules précédentes donnent les valeurs d'une 
çUsse nombreuse d'intégrales définies. Prenons d'abord 
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Cette fonction et sa dérivée devieniieni infîiiies pour « = i , 
valeur dont le module est r = ! ^ mais elles sont finies et 
continues pour toute valeur moindre attribuée au mo^ 
dule.Onpeut donc appliquer la formule (II) qui donne, 
pour r<C.iy 



(«) 
ou 



_ i_ r^^ dp 



Jn'iT^ dp 

Q I — rçosp — y — I rsin/?, 



=i 



^^(i — r ces/? -h s/ — i rs\np) 

dp y 



I — 2 rcosp H- r' 
et, en séparant les parties réelles et les imaginaires , 



^ {i— rcosp) dp _^^ 
Q ^ I — 2 rcosp -+• r' 



X 

i: 



s'mp dp 

I — 2rcos/7-f-r? 



Cette dernière formule est d'ailleurs évidente, puisque 
les éléments de l'intégrale correspondent à des valeurs 
de p dont la somme est 2 7r, sont égaux et de signes con- 
traires, 

478. On trouve directement la formule (i) en obser- 
vant que la fonction — peut être développée en une 

série convergente quand le module de z est moindre que 
l'unité. On a, en effet, dans ce cas, 

= i -f- a -4- ^' -+- 2:' -r . . . , 



d'où résulte la série convergente 

♦/o ' ^ Jo ' %/ O f/o 
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20 GOUE» d'analyse. 

X37t ^ 

dp = 2ïr, 

et, d'ailleurs, pour tout exposant positif différent de zéro , 

J/»J7r /»27r __ 

«/o 

_ 



479. Faisons dans la formule (II) f(z) = e"*. Cette fonc- 
tion, ainsi que sa dérivée, est finie et continue pour toute 
valeur de z et n'a qu'une seule valeur. On a donc, quel 
que soit le module r, 

d'où Ton tire, en faisant ar = A et en séparant les quan- 
tités réelles d'avec les imaginaires, 



X 



<j*«^o»/'cos( A ûnp) dp = 2ny 



o 

27r 



X 



c*«'«*/'sin (i^ sin/?) r//? = o. 
/o 

480. Soit encore 

/(^) = l(i~-z), d'où /'(z)=~ 



I — z 



La fonction et sa dérivée deviennent infinies pour la 
valeur z = i dont le module est i . 11 faut donc, dans la 
formule (II), supposer r<^i . D'ailleurs en faisant croître p 
d'une manière continue depuis une valeur quelconque oc 
jusqu'à la valeur a-|-2 7r, la fonction 1 (i — z) repren- 
dra pour /? = a -f- 2 7r la valeur qu'elle avait pour p = a. 

En effet, posons 

I — z = p(cosO 4- v' — I sin ô), 
p ei9 seront déterminés par les équations 

p cos = 1 — /• cosp, p sin ô = — r sin/? > 
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on en déduit 



p = -h V I — 2 r cosp ' 



I — rcos/7 , ^ — rsinp 

cos ô = 1 sin ô = 



^1 — 2 r ces/? 4-/2 v^i— . 2rcos/? -h r* 

On connaît donc cos9 et sinÔ en fonction de p. Si Ton 
donne à p une première valeur arbitraire a , on a , par ces 
formules, la valeur de cos 6 et celle de sinô auxquelles 
correspondent une infinité de valeurs de l'arc 0. Choi* 
sissons à volonté une de ces valeurs que nous désignerons 
pare. En faisant croître p d'une manière continue depuis 
a jusqu'à a-4-2 7r, les valeurs de cos 6 et de sin0 va- 
rieront par degrés insensibles, et redeviendront, pour 
j[7 = a -h 2 TT , égales à leurs valeurs initiales pour /; == a. 
Par conséquent, l'arc 9 variera aussi d'une manière con- 
tinue à partir de sa valeur initiale S qui correspond à 
p=za^ et quand p atteindra la limite supérieure a -f- 2 7r, 
& sera revenu à sa valeur initiale 6, ou bien il en diffé- 
rera d'une ou de plusieurs circonférences. 

Mais si l'on suppose r<^i , je dis qu'on aura 6^=6 pour 
p = a H- 2 TT comme pour ^= a • car la formule 



cosô 



I — rcosp 

y I — Q^ rcosp -f- r' 



fait voir que si l'on a r <^i , cos0 reste positif pour toutes 
les valeurs de p. Donc l'extrémité mobile de Tare varia*- 
ble ô, mesuré à partir d'une origine fixe sur un cercle, se 
trouvera toujours dans le premier ou dans le quatrième 
quart de cercle , et puisque son sinus et son cosinus re- 
prennent pour p = a-\- 21: leurs valeurs pour p=z a^ 
l'arc 6 lui-même reprendra pour /; = a + 27r la valeur 5 
quVn lui avait assignée pour p=:: tx. 
Ayant posé 

I — z r= p (cosô -H \/ — ïsinO).= ptf ^""', 

on a l(i— z) r= Ip -h V^ — I , 
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a8 COURS d'analyse. 

et la formule (fl) nous donne 

(/p-h Ô\^— l)^/ï, 

équation qui revient aux suivantes : 

X'iTt „_« 

I (\/i — . 2. r cos/? -h r* ) r//? = o, 



o 



X 



— rsino , 

arc tang =- rto = o. 

'^ I — r cosp 



DÉVELOPPEMENT DES FONCTIONS. 

481. M. Caiichy a fait servir la formule (I) au déve- 
loppement des fonctions en série et il en a déduit les 
conditions sous lesquelles ces développements sont con- 
vergents. Il est arrivé ainsi à ce théorème remarquable : 

Une fonction F (x) d'une variable x réelle ou ima- 
ginaire peut être dé^^eloppée en série convergente sui- 
vant les puissances entières et positives de x, tant que le 
mo^iule de x est moindre que celui pour lequel la fonction 
ou sa dérit^ée première devient infinie ou discontinue. 

D'après ce théorème, pour la démonstration duquel 
nous renverrons aux ouvrages mêmes de M. Cauchy, les 

fonctions 

c*, sin X , <?*', cos ( I — j:^) 

ne cessant jamais d*ètre finies et continues , seront tou- 
jours développables suivant les puissances ascendantes 
de jc. Mais les fonctions 



M l(i-f-j:), arc tang ^, 



et leurs dérivées cessant d'être continues quand le module 
de X devient égal à l'unité , ne seront développables que 
si ce module est moindre que l'unité. Les séries obtenues 
pourront devenir et deviendront en effet divergentes si le 
module de x surpasse l'unité. 
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t 

Enfin les fonctions Ij:, e*, cos- devenant discontinues 

.X 

avec leurs dérivées pour a:= o et par conséquent lorsque 
le module de x est le plus petit possible , elles ne seront 
jamais développables en séries convergentes ordonnées 
suivant les puissances ascendantes de ,r. 

482. Les dérivées des fonctions que nous venons de 
nommer deviennent infinies et discontinues en mémo 
temps que ces fonctions. S'il en était toujours ainsi, on 
pourrait, dans Ténoncé du théorème général, omettre la 
condition relative à la dérivée première ; mais on n'a pas, 
à cet égard, une certitude suffisante. 

DES INTÉGRALES EULÉRIENNES. — DÉFINITION. — PROPRIÉ- 
TÉS DB l'intégrale de PREMIÈRE ESPECE. 

483. On nomme intégrale eulèrienne de première es- 
pjèce et Ton représente par B (p, q) l'intégrale 



/ 

t/o 



xP-'{\ — a:)^-'d;r, 



dans laquelle p ei q désignent des nombres positifs. On 
verra, comme dans une autre occasion (4S5), que l'inté- 
grale précédente aurait une valeur infinie si p on q était 
négatif. 

On nomme intégrale eulèrienne de seconde espèce, 
Feicpression déjà considérée (45S, 458) 

r{n)= j e-'x^-'dx^ i /l ij 'dz. 

484. L'intégrale de première espèce peut se mettre sous 
Tune des deux formes 

TT 

o (i-hry^ Jo 
en posant x = — - — dans le premier cas, j: = sin*6dans 
le second. 
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485. L'intégrale de premièi^ espèce est une fonction 
symétrique de ^ et de ^ ; car si Ton pose x = i — y^ on a 

On a donc 

486. On peut diminuer d'une unité chacun des expo- 
sants^ et^. Car, en intégrant par parties , on a 

r^/'(i~jr)î-»rfj:=— 'î^^^i— ^H-^ rx/'-(i~j^)^'(i — .r)rfx 

on aura donc, en prenant pour limites o et i, 

d'où B (77-4. 1,9)=: --^B(/.,V). 

on aura de même 

' B(/.,9-hi) = ^-2-^B(/.,7). 

RELATIONS ENTRE LES INTÉGRALES DE PREMIERE ET DE 
SECONDE ESPECE. 

487. Toute intégrale de première espèce peut s'expri- 
mer au moyen de deux intégrales de seconde espèce. 

En effet, si dans l'întégraleT [p) on change x en j*, 
on aura 



Jo 



o */o 
Le second membre représente le volume compris entre 
la surface qui a pour équation 
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et Içs plans coordoonés; en prenant des coordonnées po- 
laires/* et 9, ce volume sera encore représenté par 

2 / "" sinV-' ces'?-' ^Ô X 2 r (?-"' r'i^^ ^-* dr. 
Jo Jo 

Or le premier facteur est égal à B (^, q) (483), et le se- 
cond h T (p -h g) \ on a donc 

d'où 

488. Si dans le premier membre de l'équation précé- 
dente on pose a: = -? on aura 

Jr^ uP-' {a — u)l-' du _ r(p)Y[q) 

doù 

(2) r ' uP-^ [a - «jî- r/w = aP-^r-^ HEHIiI 

\ 

INTÉGRALES MULTIPLES QUI s'eXPRIMENT A l'aIDE DES 
FOWCTIOJÎS r. 

489. La formule (2) est un cas particulier d'une for- 
mule plus générale au moyen de laquelle on exprime par 
des fonctions F Fintégrale multiple 

j I / ...XA'-'JÎ-'Z'— . . .(« — X— / — 3 ,.y-*dxdjrdz,.., 

étendue à toutes les valeurs positives de x, j^ ^9 • • • 5 qui 
satisfont à l'inégalité 

En effet, en se bornant à trois variables, pour fixer les 
idées, soit 

J/^a pa—x na—x — y 

I xP-^dx I J^~'^J I z'-' {a-'X'-j'-^zy-'dz. 

Jo J ^ 
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J'intègre d'abord par rapport à js, et j'ai pour résultat 

.^r(r)r(5) 



ir+i— i 



(a — X — y) — ^ ^ 

Multiplions par y'^'^dy et intégrons par rapport à y de- 
puis y=o jusqu'à y ^= a — x, nous aurons 

Enfin, multiplions par x^'^dx et intégrons de x = o à 
j:= «, il vient 

{,) A = «P-.— . r(/.)r(^)r(r)r(.) . 

Si dans celte formule on fait s = i^a = i^on aura 

JJj *^ -^ r(;,-f.^4-r-M)' 

l'intégrale du premier membre étant prise pour toutes 
les valeurs positives de /r, y^ z qui satisfont à l'inégalité 

490. De là on déduit la valeur de Tintégrale 

étendue à toutes les valeurs positives de x^j^ z pour les- 
quelles la somme f-j -I-(t) +(":) ''^ste inférieure 
ou au plus égale à i . Car, en posant 

(:)"-. (ir='. ©'-■ 

rintégrale cherchée devient 






T/fP"'''"''^'''-''^ 
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avec }a condition Ç -4- yj -h Ç <C Jf • Donc 



* 'M*H 



APPLICATIONS A LA B'ECHERGHE DES VOLUMES ET DES 
CENTRES DE GRAVITÉ. 

491 . La formule (2) permet d'obtenir le volume compris 
entre les plans coordonnés et la surface dont Téquation est 

Par exemple , en faisant « = P = y=2,/» = ^ = /*=i, 
l'intégrale désignée par B (490) représentera le volume V 
du } de l'ellipsoïde dont les axes sont 2 a, 2 &, 2c. On aura 
donc 

"- 8 r (! + .)• 
n.ais(456) r (U.) = ?r (|) = |r(i) , 
d'ailleurs (487, 466) 



.(!)=, £.-...=»/;. 



O 

it abc 



donc V = ^-2-, — 

o 

492. Si l'on demande les coordonnées Xi^ji^ z^ du cen- 
tre de gravité de ce volume, il faudra prendre la formule 

Vj:, = i I I xdxdydZy 

ell'on aura, en faisant a = /3 = y=2, /^ = 2, q-=^r:= i, 
_a^bc r(i)r(|)' _ 7ra'^c 

,, , 3 

d ou :c, = g « ; 

3 3 

on trouverait de la même manière y^z=z-^b^ ^1 == ~ c. 

IL 3 
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QUARANTIÈME LEÇON. 

Intégration des dijfêrentielles totales des Jonctions de plusieurs variables. — 
Condition d*intégrabilité et intégration dans le cas de deux variables. 
— Extension au cas d'un nombre quelconque de variables.— Intégration 
des équations différentielles. — Équations du premier ordre. — Sépara- 
tion des variables. — Équations homogènes. — Équation» rendues ho> 
mogènes. 

CONDITION D^INTÉGKABILITÉ DES FONCTIONS DE DEUX 
VARIABLES. 

4-93. Intégrer une expression difTérenlielle de la forme 
Mda: 4- Ndf/ -t- Vdz . . . , c'est chercher une fonction de 
j:,y, a,.»., dont cette expression soit la différentielle 
totale. 

Une différentielle relative à une seule variable a tou- 
jours une intégrale (I, 316) ^ il n'en est pas toujours 
ainsi d'une fonction différentielle de plusieurs variables, 
et certaines conditions doivent être remplies pour qu'une 
telle expression soit la différentielle totale d'une fonction. 
En effet , si u =y(j:, y) , on a 

du ^ du , 
du z=-—dx-ir-y- dy, 
dx dy 

, du j du 

d — fi — 

d.T dy 

dy dx 

mais si l'on désigne par Mdx -f- N^ la différentielle 
totale de la fonction u , on aura 

du 





M = — , N = 
dx 


donc 




(I) 


dy d.r 



L'expression M.dx -+- ^dy ne pourra donc être intégrée si 
la dernière relation n'a pas liru. 
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494. Si celle condition esl remplie, Mdx •+'lSdy sera 
la difierentielle lotale d'une fonction u. En d'autres ter- 
mes, il exislera une fonction u telle, que Ton ait 

du da 

5i = *«' ^ = "- 

En effet, cherchons, si cela est possible, une fonction 
Il telle, que Ton ait 

(i) du = Mdj:-hNdy. 

La fonction cherchée devant avoirMrfx pour différentielle 
par rapport à Xy sera égale à l'intégrale de Mda: aug- 
mentée d'une quantité <f (y) indépendante de x, mais 
fonction dej- -, u sera donc de la forme 



en posant i^= j Mdx, 



rfj:-4-<p(r) = v-f-t(r), 



U reste à déterminer y (j) de manière que y =N. Or 
on a 

^y ~~ ^7 ^/ ' 
d'où «Liki^N-J. 

dy dy 

On voit par là que N — "T ^^^ ^^^^ P^^ contenir x. On 
aura donc 



'("-^i)_. 



dx 



dv d(f 
dN dÇ di 
dx dx dy 


^M 

Ih 


On retrouve ainsi la condition 




rfN _ ^M 




d^ '^ dy ' 
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36, COURS D*ANALYSE. 

si cette condition est remplie, oti aura 

et, par suite, 

(2) u = j^d.+ j(vi-^dy. 



EXTENSION AU 


CAS DE PJ.U SIEURS VARIABLES. 


495. Soit 








c'est-à-dire 


Hdx + TUdy-^Vdz 


= du, 




du _ «<« _ N 


dz^^' 


on aura 








4 

dx 


- dx' 


, du , du ■ 
dx dz 


dy __ dz 


dy 


dz dx ' 


dz dy 


ou bien 








'") t 


^ dx' 


dM dP 
dz '^ dx' 


dz ~^ dy 



Telles sont les conditions que doit remplir la formule pro- 
posée pour être intégrablc. 

496. Réciproquement si ces conditions sont remplies, 
je dis que la formule proposée est intégrable. En effet, 
cherchons une fonction u telle, que 
(i) du=:Udx -\-^dy -\-Vdz. 

Puisque la différentielle de m, par rapport à x, doit être 
Mr/x, on aura 

u=z 1 Mdx-h^iXyz) = if-\'<f(y, z)y 

en posant ^=z fMdXj 

Maintenant il faudra que Ton ait 

du „ du ^ 

^" ^" ' 

c'est-à-dire 

dif d(f dv dtsf 
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OU bien _I=n — — , -j: = p — --.. 

dy dy dz dz 

Or ^ c^ ^ ^^ doivent contenir que y eX z^ par hy- 
pothèse ; donc on aura 

^.îc dx 

ou 

dx dy ' r/r e/z 

En outre, la fonction 9 doit satisfaire à la condition 

dy dz 

dz '^"ly^' 

on aura donc — ^^ — - — ^^-^ = — ^ ^ ou 

dz dy 

Si ces trois conditions (2) et (3) sont remplies, il 
existera une fonction de j^ et de z telle, que 

et ron aura uz=u^y, 

497. La méthode que nous venons d'employer s'étend à 

un nombre quelconque de variables. En général 

est le nombre des conditions nécessaires et suffisantes 
pour l'intégrabililé d'une formule , n étant le nombre des 
variables. ^ 

498. Exemples. 

1". du ^\-'- ; ^' ,, 1 dx -f- 1 . î^, — i I ^. 
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58 COURS d'analyse. 
On a ==-« ^= , 

du 7. XX — y^ d(f ' x^ i 

df i - 

3^ = 1 y <p=r--lr-hr, 

dy r 



-h l - •+- c. 



f/« = 



ydx — xdjr 



x'-h X' 



X 

Solution : « = arc tang — }-c, 

X 

3*». (x -¥ z)dx-{-(z-^ x)dx -^(x '^X-)dzz=: du. 

Solution ; u z= xx -\- xz ^ y^ "-^ ^' 

ÉQUATIONS DirrÉRENTIELLES. DÉFINITIONS. 

499. On nomme équation d^érentielle du n""''' ordre 
une relation entre une variable, une fonction de cette 
variable et les dérivées ou différentielles de divers ordres 
de cette fonction jusqu'au /i**'"* ordre inclusivement. 

500. Une équation différentielle du premier ordre à 
deux variables sera donc de la forme 

En la résolvant par rapport à -^» on aura une ou plu- 
sieurs équations de la forme 

dy 

3-=/(ar,/) ou Me/j;-f-N<j()^r=o, 

dx 

M et N étant des fonctions connues de jc et de ^. 
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INTÉGRÀTIOK DES ÉQUATIONS DU PREMIER ORDRE. 

SÉPARATION DES VARIABLES. 

501. L'intégration s'effectue immédiatement quand les 
variables peuvent être séparées,. c'est- à-dire quand il est 
possible de mettre l'équation sous la forme 

on aura 

C'est ce qui arrive si l'équation est de la forme 

— = <f(x)^(f): 
on sépare les variables en écrivant 



(f [x)dxr=z 



502. Exemples. 

h- = €. 

m H-i /î -4- T 
2". x'dyz:z{j'-\-a)dx'y 

cette équation revient à 

djr dx 

y -^ a ar' 

On en déduit . 1(j-4-<ï)=c 

X * 

ou ./4-« = e ', 

3'*. x/ dx =z (a — J^)(x — ^)^/> 

X — b xdx 
d ou dy = • 



On en tire 



y 
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ÉQXJATIOKS HOMOGÈNES. 

503. On peut encore séparer les variables lorsque Fé- 
quatîon 

(i) Mrfx4-Nrar/ = o 

est homogène^ c'esl-à-dîre quand M et N sont des fonc- 
tions homogènes et du même degré des variables x e\ y 
On a , dans ce cas, m étant le degré de Thomogénéité, 

L^équationdifierentielle, divisée par x"*, devient donc 

Si l'on pose 

— = 2 , d'où dy ±= xdz + zdx , 

l'équation (a) deviendra, en divisant par x[(p(z)-t-z^{2)], 
d,T ^ '^(z)dz ___^ 
X f (z) -^r^'^ {z) 

d'où 

J ? (2)4-2^(2) 

504. Exemples. 

i". xdy — ydx = dx y'V 4- J^*. 

Cette équation est homogène et du premier degré. En 
appliquant la méthode précédente, on la ramène d'a- 
bord à 









dx dz 




^ y/x-^z" 


d'où 


Ton 


lire, 


en intégrant. 




1j?=:1c (u h- yi-f-z»), 


ou 






X 



2 4- V^i-H z' 
ce qui donne, en remplaçant z par — el en faisant dîs- 
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QUARANTIÈME LEÇON. 4^ 

paraître le radical, 

(l) a;2 = 2 67" -f- c^ 

On parvient à Téquation différentielle que nous venons 
Fig. 109. . d'intégrer en cherchant à résou- 

dre ce problème : Tromper une 
courbe MfiV telle, que le rayon 
"vecteur OM soit égal au seg- 
ment OT compris entre Vori- 
gine et le point ou la tangente 
MT rencontre Vaxe des y. D'a- 
près Téquation (i), cette pro- 
priété appartient à toutes les pa- 
raboles qui ont pour axe Faxe Oy et pour foyer le point O. 

î2". xdx -4- ydy = 2 nydx. 

On trouve 




lar-h 



/:- 



zdz 



')+/nr 



ndz 



ou larH — l(i — 2//z-f-« 
. 2 ^ 

Dans le cas de n = i, on arrive à l'équation intégrale 

En différent] an t, on a 

Zy'^xdy — y^dx 

y^^^ P ' 

équation homogène dont l'intégrale est 

4". (/wx -f- «j) r/.i: -+- {px -h 77) ^/ = O. 

J m-h (n -^pjz -f- 73' 
et l'intégra lion peut toujours s'achever. 
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ÉQUATIONS QUE LOU PEUT RENDRE HOMOGENES. 

505. On peut quelquefois rendre homogène une équa- 
tion qui ne présente pas ce caractère. C'est ce qui arrive 
pour Téquation 

( i ) {a -h mx -^ ny) dx '■\- ( b -^ p.r -^ qy) djr =. o. 

En posant 

on a 

Il suffira, pour rendre cette équation homogène, de 

poser 

a -^ ma -f-/i6 = o, 

^-f- p(X'\- q^ = o; 
d'où Ton tire 

bn — aq ap — bm 

« = 1 6 =r ) 

mq — np mq — np 

et il restera l'équation 

[mir' -^ nx')dx' -\- [p.r -+- qy') df =i o, 

506. Cette transformation est impossible si mq — «/;=o. 
Dans ce cas, on a ^= — > et l'équalion (i) devient 

m [a -h mx -f- ny) dx -+- [mb -h [mx -4- ny)p'] dy z= o. 

On pose mx -+■ ny =r z ] d ou ^ = : il en 

résulte 

m (a -^ z) dx -\- ( bm -f- pz ) = o 



et mdx = 



n 

( bm 4- pz ) dz 



bm — an -^ [p — n) z 

équation où les variables sont séparées. 

Si , en même temps que mq — np =: o^ on a q =zo, 
il faut que n ou p = o , et les variables se séparent immé- 
diatement. 
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507. L'équation (i) peut encore s'intégrer en posant 
a -f- mx -^ ny z= Uy 6 -f- p.v -|- gy =z v; 

d'où 

mdx 4- ndjr =z du , peLx: -+- qdf = dv. 

Les valeurs àe x^ y^ dx^ dy tirées de ces équations 
et substituées dans la proposée, conduisent à une équa- 
tion homogène en u et f^. 
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QUARANTE ET UNIÈME LEÇON. 

Suite de Vintégration des équations du premier or<ire. — Équations linéaires. 
Équations qui se ramènent aux équations linéaires. — Problème de 
de Beaune. — Problème des trajectoires. — Équations du premier ordre 
et d'un degré quelconque. — Cas où l'équation ne renferme pas les 
variables. — Cas où Téquation peut être résolue par rapport à Tune 
des variables. 



ÉQUATIONS LINÉAIRES. 

508. On appelle équation linéaire du premier ordre 
une équation de la forme 

dans laquelle P et Q désignent des fonctions de x. Pour 
l'intégrer on pose 

d'où l'on tire 



(2) 



dz (du _ \ ^ 



On peut prendre à volonté l'un des facteurs de y ; 
posons donc 

L'équation (2) se réduit à 

(4) .| = Q. 

L'équation (3) donne — = — l?dx^ d'où 



ltt = — / Vdxy 



u 

ou u = e-S^^, 



On n'ajoute pas de constante à cette intégrale parce qu'il 
suffit qu'une valeur particulière de u satisfasse à l'équa- 
tion (3). 

En remplaçant m par e"^^'^' dans l'équation (4)v on 
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aura 

— = Qi-/P^', d'où z= fqeS^<^dx-hc, 
da; J 

et , par conséquent ^ 

509. Exemples. 

ou / = c<?~"* -f- x' — 3 .r' -f- 6^7 — 6. 

dy 

2». (1+ JC») ^ — XJ = fl. 

/adx ax 

donc ^ = /3r,r H- c y I -h jt'. 

ÉQUATIONS QUI SE RAMÈNENT AUX ÉQUATIONS LINÉAIRES. 

510. On ramène aux équations linéaires les équations 
de la forme 

| + P^ = Q^-, 

dv 
OU r-" -r- -^ P/'"" = Q- 

En effet, si Ton pose = z , d'où y^'^dy ^=^dz^ on 

I — n 

aura Féquation linéaire 



donc 



Mais 
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51 1 . On peut encore opérer directement sur Téquation 
proposée comme on Ta fait au n^ 508. En posant j' = uz , 
on aura 

équation qui se partage en deux , 



On en tire 



du dz 

---4-Pa = o, -r- = Qa"-'z'». 

dx dx 









2 

et enfin 



512. On peut obtenir Tintégrale générale de Téquation 

(l) ^^p^=Q^=-HR, 

quand on en connaît une intégrale particulière. Soit u 
une fonction qui satisfasse à cette équation sans renfer- 
mer de constante arbitraire. Posons j^ = m -+- «, il vient 

du dz 

— - -|--^-i-Pa-+- P3 = Qw»-h 2Quz-{- Qz'-hR : 

dT dx x^ X >. 

mais on a , par hypothèse , 

du 

— + Pa=r Qtt'-f.R; 

dx 

Téquation (i) se réduit donc à 

qu'on sait intégrer (510) . 

Si Téquation renfermait une puissance de j^ supérieure 
à j', la même substitution ferait disparaître R, mais 
elle introduirait de nouvelles puissances de z. 
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QUARANTE ET UNIEME LEÇON. 

513. Exemple. L'équation 

dy 

^ -I- P j = Qjr' -h 1 4- Px — Q.r' 

est satisfaite par^ = j: et se ramène à réquation 



47 



PROBLEME DE DE BEAUNE. 

514. Trousser une courbe telle, que la sous-tangente 
soit à V ordonnée comme une ligne constante est à la 
différence entre F ordonnée et V abscisse. 

L'équation différentielle de la courbe est 

dx a 

dy 



ou 



J^~ X 

dx a a 



équation linéaire et du premier ordre. En appliquant la 
formule du n** 508, on trouve pour son intégrale 



y :=z X -\- a -^ ce^. 
Cette équation se simplifie, quand on prend pour axe des 
Fig 110. x' la droite qui a pour équation 

X = x-\-a, 

en conservant le même axe desj : 
les formules de transformation 
sont dans ce cas 



y 


M 


l 


.> 


^/ 


Ô 


/ 




y^ 


T F 


X 



et l'équation de la courbe devient 



v/ïï 



r'r= ce'^'fK 



PROBLÈME DES TRAJECTOIRES. 

515. Trouver une courbe qui coupe sous un angle 
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donné toutes les courbes renfermées dans t équation 

(i) ■.F(x,j^, û) = o, 

a étant un paramètre variable. 



Fig. m. 




font avec Taxe des x\ on a 

tangT — taugT' 



Soient x^ y les coordonnées 
du point M commun à Tune des 
courbes AB et à la trajectoire 
CD, m la tangente de l'angle 
donné, enfin T et T' les angles 
que les tangentes à la courbe AB 
et à la trajectoire au point (x^y ) 



1+ tangT tangT' 



Mais 

donc 



,angT' = |, «angT=-^, 



£F 




dx 



dlP 

dx 

■rfF' 



ou encore 

(a) 



/rfF 



dx dx] ^~ dx dy 



dx 



L^élimination de a entre les équations (i) et (2) donnera 
l'équation différentielle du lieu. 

516. Soit, par exemple, 

y*" = axP, 
On aura 

m iny'^^ -H apxP-' y^ ) 4- apxP-' — ny"-' -j- =0. 

En éliminant «, après avoir multiplié la deniière par 
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QUARANTE ET UNIÈME LEÇON. * ^9 

jc, on aura 

dx\ dy 



dx) "^ dx 



m[nx-^pY--\-nx—+py=o, 



ou i^py — '»•*) -yr H- mnx-hpy^ o, 

équation homogène que l'on sait intégrer. 

En particulier, si l'on suppose w = /; = i , c'est-â-dire 
si l'on demande les trajectoires des droites représenlëes 
par l'équation 

y = ar\, 

l'équation différentielle sera 

m [xdx H- ydy) -+- ydx — xdy = o ; " 
en divisant par x^'-\-j^ et intégraiit, on a 

L ■ Y 

m I ( .r'-h j') ' = c arc tang v- 1 
• ' x 

et en prenant des coordonnées polaires , 

' Donc les courbes qui coupent sous le même angle toutes 
les droites menées par Torigine sont des spirales logarith- 
miques ayant cette origine pour point asymptote. 

S17, Le problème des trajectoires se simplifie quand . 
l'angle donné est droit. Dans ce cas, les trajectoires sont 
dites orthogonales. L'équatipn différentielle s'obtient 
alors en éliminant a entre les deux équations 

dY ^ d¥ ^ 
.F(*,^,a) = o, — ^r~^^.= o. 

Ainsi dans l'exemple du n** 516,- il faut éliminer a 

entre les équations 

dy 
^» = axP, ny^^ -f- paj^-^ :^ = o , 

ce qui donne T équation 



/ix+/;j — = o, 



IL 
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deiil Tintégrale 06t 

Suivant que n et p seront de méine signe ou de sigu«» 
contraire», cette équation représentera une infinité d'el- 
lipses ou d'hyperboles semblables et concentriques. 

Si V&îi se proposait de chercher les trajectoires oriha- 
gonales des courbes donnée^ par Téquation 

on devrait évidemment retrouver les courbes 

dans lesquelles a serait une constante arbitraire: 

ÉQUATION DU PREMIER ORDRE ET VVJI DEGRÉ QUELCONQUE. 

CAS OU l'équation NE CONTIENT PAS EXPLICITEMENT 

X ^T y. 



518. Soit 



^("'^''^)"^*^' 



ou, en posant *r- = p^ 

F(x, /, p) = o 
une équation diflerentielle du premier ordre el d'un degré 

quelconque par rapport à — • S'il est possible de la ré- 

, . dy 1 • ' 

soudre par rapport a -—-^ on aura une ou plusieurs équa- 
tions du premier degré que l'on tâchera d'intégrer. 

519. Si l'équation se réduit à 

'f{p)=.o, 

et qu'on puisse la résoudre par rapport à p^^ on aura 
plusieur» valeurs de p : 

p-=zix^ ;>=a% p=zcc''y 
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de là les solutions 

comprise^ dans l'équation unique 

(X-^ ax — c) {x — a'.T — r') {y — «"x — c" ). . . = o. 

On ne diminue pasia généralité de cette intégrale en 
admettant que la même constante arbitraire c entre.dans 
tous les facteurs ^ F équation précédente peut alors s'écrire 

ou bien F l- ) = o , 

résultat qu'on obtiendrait encore en éliminant a entre les 

équations 

F(a) = 0, j=ôca:-hc. 



Exemple, (-£] — a'=o, 



on aura 

d'où ^=±«a?-hr. 

ÉQUATIONS QUI NE RENFBBMENT PAS hVKE DES VARIABLES. 

520. Supposons maintenant que l'équation difleren- 
tielle ne renferme pas y et qu'elle soit de la forme 



(I-)- 



Si l'on peut Ja résoudre par rapport à -^ et en tirer 



on aura r i2= I j (x) dx^ et le proi>léme sera ramené a 



ytsz I f{x) (fx^ et le problèn 

une quadrature. 
Exemples, 

4. 
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On eu lire 

ou (jr^'cy^ ^0x^=0. 

On déduit de cette équation 

^ dy 

dx 

d'où les deuîc solutions 



--=:r7, —-•=^Xy 

dx dx 



y=ax-\-c, 7" = ~ -h c. 

521. Si Téquatioû ne peut pas être résolue par rapport 
à p, mais qu'on la puisse résoudre par rapport à jc, on 
aura 

(i) . ■^=f{p). 

d'où dy =z pdx z= pdj {p\ 

r= j pd/{p)-hc, 

ou 

(2) y—p/(p)-j/{p)dp'hc; 

on aura l'intégrale en éliminant p entre les équations (i) 

et (2).. 

522. Si l'équation différentielle ne contient pas x et 
qu'on puisse la résoudre par. rapport à y, on aura' 



d'où ^= f^-^<lp + c. 
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QUARANTE ET UNIÈME LEÇON. 53 

CAS OU l'équation peut Être résolue par rapport a. 
l'une des variables. 

523. Si réquatjon contient jc, / et p^ et qu'elle puisse 
^•résoudre par rapport à l'une des variables, y par exem- 
-ple , en sorte que l'on ait 

on aura 

dy ou pdx = — ^ 4- — dp. 

Si l'on peut intégrer cetties équation, qui est du premier 
ordre et du premier degrés la relation cherchée s'obtien- 
dra en éliminant p entre l'équation intégrale et l'équation 

524. Prenons pour exemple l'équation 

(0 ■ j = ^/{p)-h^{p) 

qui ne reuferme x et j qu'au premier degré. On a 
pdx^xf'[p)dp '^f{p)dx-\'f^'[p)dp 

équation qui donne 

(2) :.= -e J nP>-p\j ^M±eJ Ap)-I'^c\. 

' En éliminant p entre les équations (i) et (2)^ on aura 
l'intégrale demandée. Ordinairement cette élimination 
n'est pas praticable, parce que l'équation (2) contient des 
fonctions transcendantes Ae p\ mais alors en donnant à p 
une suite de valeurs arbitraires, les équations (1) et (2) 
flétermîneront les valeurs correspondantes de x et de y. 

525. Quand/ {/L')=p, l'équation (2) devient illusoire. 
Mais dans ce cas l'équalioii (i) se réduit à* 
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et en difléren liant par rapport à />, on aura 

pd,r. •=.pdx -h xdp + ^' (/>) dp y 

d*où '^/^['^ -+-?'(/>)]= o. 

Cette équation peut être satisfaite de deux manières*; 
i** en posant 

dp:=.Oy d'où P'=-c^ 
et, par suite ^ 

(P) r = ^-^-*-?(^); 

2° en posant 

(7) Jf-+-?'{>) = o, 

d'où, en éliminant/; entre (a) et (7) , on aura 

relation qui ne contient aucune constante arbitraire et 
qui n'est pas cH>mprîse dans la première solution 

jr = ex -h f \C). 

C'est ce que l'on nomme une. solution singulière, 
«^26. Les droites représentées par Fintégrale 

yz=:cx^ff{c) 

sont tangentes à la courbe [d). En effet, si l'on prend sur 
la courbe un paîut (x, y) correspondant à une valeur ar- 
bitraire de /?, on a 

Donc, en donnant à p une valeur quelconque c, on 

dy 
a pour ce point de la courbe jr =;= ex -f- y (c) et -^ = c. 

Donc la tangente en ce point est la droîle qui a pour équa- 
tion jrs=: c.r -H ç (c). 
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§27. Nous avons dit que la deuxième solulion ne pou- 
vait pas être déduite de l'intégrale générale en donnant à 
la constante une valeur convenable. Cela suf^ose que 
<f^{p) n'est pas constant. Si <f^(p) était égal à une con- 
stante b^ on aurait 

X ^à =r o, 

solution comprise dans Tintégrale générale en j ùi- 

sanl c = 00 et -î-^-^ = b. 
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QUARmE-DEUXiÈME LEÇON. 

attife des équations du premier ordre,— Existence de Tiotégrale d'une équa- 
tion différentielle du premier ordre. — Existence d'un facteur propre à 
rendre intégrable le premier membre de Téquation. — Déterminatton 
de ce ûicteur." 



TOUTE ÉQUATION DIFFÉRENTIELLE. DU PREMIER ORDRE 
ADMET UNE INTÉGRALE. 

528. Toute équation dîiïérenlîelle du premier ordre • 

-j?=/(jr,y) ou M<te-i-Nd[r = o 

admet une intégrale contenant une constante arbitraire, 
c'est-à-dire qu'il existe toujours une équation conte- 
nant x^y et une constante arbitraire, telle qu'en la diffé- 
renliant et éliminant la constante, on. retrouve l'équa- 
tion proposée. 

En effet , l'intéçration de Inéquation proposée consiste 
à trouver une fonction de x, désignée par j^, telle, que sa 
dérivée soit égale àf(x,y)^ ou, en d'autres termes, telle, 
qu'en donnant à x l'accroissement infiniment petit rfr, 
l'accroissement correspondant rfy soit égal à /(a:, y) dx. 
Puisque l'équacion différentielle ày =f(x^y) dx ne 
détermine que l'accroissement de j^ on peut se donner 
. arbitrairement la valeur de j potir une valeur particu- 
lière de X. Si l'on prend j'. = A pour jc = a, f[ayb)h 
sera l'accroissement infiniment petit de j lorsque x pas- 
sera de la valeur a h une valeur infiniment voisine' a H- h. 
En posant 

. a-\-h^a' et b' :=z b -^r f[a, b)h, 

f{a\ i') h sera de même l'accroissement de y lorsque x 
passera de a' h a'-h-/'» En continuant ainsi à faire croîtrez 
par degrés insensibles jusqu'à une valeur quelconque, 
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Téquation différentielle déterminera les accroissements 
successifs dey^ de sorte que la valeur dej^ correspondant 
â chaque valeur de x sera complètement déterminée. Par 
conséquent ^ sera une certaine fonction de x, et cette 
fonction dépendra nécessairement- de la constante arbi- 
traire b 5 ce qu'il fallait démontrer. 

EXISTENCE d'un facteur PROPRE A RENDRE DIFFÉREN- 
TIELLE EXACTE LE PREMIER MEMBRE d'uNE ÉQUATION DU ' 
PREMIER ORDRE. 

529. On a démontré que l'équation différentielle 

(i) -. Mdx-h^dfz=o 

admet toujours une intégrale contenant une constante 
arbitraire c. Cette équation intégrale, résolue par rapport 
à c\ prendra la forme 

Il étant une fonction de a: et de y qui ne renferme pas c. 

On lire de Féquation (2) 

du 

du . du ^ A-, s dy dx 

-- <ir -+--—<// = o, doù — = —-—-. 
dx dy ^ dx du 

d^ 
Or Féquation (1) donne •j-=^ — n" ^" doit donc avoir 
du' 

Cette équation doit être identique, car s'il en était au- 
trement, elle établirait entre les variables une relation 
en vertu de laquelle y serait une fonction de x sans con- 

1 • « • ^m T^T du du , ' , 

stante arbitraire, puisque M, JN, — » .— n en contiennent 

pas. Or, à cause de l'équation h=.c^ y doit dépendre dex 
et de la constante c. 
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L'équation (3) peut être mise sous la forme 

du dn 
dx dy 

en désignant par %f chacun de ces quotients. On tire de là 
du du 

donc rfa =:p (Mi/« -+- N4r)' 

Ainsi , il existe toujours un facteur \y fonction de x 
et fie y, propre à rendre le premier membre de l'équation 
une différentielle exacte. Quand on saura trouver ce fac- 
teur et l'inlégrale // de i' (M<£r -H Nrfy) , u= c sera Tin- 
tégrale cherchée. 

530. // existe une infinité de facteurs propres à rendre 
le premier membre de l' équation (i) une différentielle 
exacte. En effet, si nous multiplions les deux membres de 

l'équation 

v{yidx'^'^dx)^du, 

par une fonction quelconque de m , 9 (m) , il vient 

p «p (a) ( M é/.r -h N ^) = y (a) rftt zrr^iyip (a)<ia. 
Ainsi le premier membre de l'équation est encore une 
différentielle exacte et le facteur v ç (u) jouit de la même 
propriété que le facteur \^, 

Exemple, xdy — fdx = o. Cette équation donne 

^y dx y 

— = — 1 d ou ymcx ou -^z=zc=,u, 

y X , ' X 

Le facteur le plus simple qui rend xdy — ydx une dif- 
férentielle exacte est donc --• Tout autre facteur est de la 

x^ 

Ainsi 9 (")'= " donne le facteur-^ et Tan a 
xydy — y'^dx 2r' 

7^ """ '7^' 
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<p ^u) = - donne le facteur — 

et ±-±^dAl, 

Y X X 



©(«)=: donne le facteur 



xdy — ydx , r 

et — -^ — -^—r- = d, arc tang -. 

531. Réciproquement tout facteur V propre à rendre 
Mdx-hNdy une différentielle exacte est de la forme 
vç(u). En effet, soit 

en a c ( M eir + N r/j^) = du ; 

' V 
donc </ U = - ^«. 

Cette relation équivaut aux deux suivantes : 

£U_V£w dis _V du 
dx '^ V dx djr v dy 

Spit a = f (jc,/). Si Ton tire de cette équation la va- 
leur de y en fonction de u et .de x et qu'on la porte dans 
la valeur de U , on aura 

Différentiant cette équation, il vient 

dV^d^du d^ 
dx du tix dx 

dV^d^du^ 
dy du dy 

En ayant égard aux relations (i) , ces équations donnent 

d^ V d^ 
du 9 dx 

Cette dernière relation montre que a: n'entre pas expli- 
citement dans la fonction i. Donc ti et par suite -—• ou 

. . * du 
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V , . 

- sonl des fonctions de m et Ton a 

V , . 

(2) V=v-ç(ii); . 

ce qu'il fallait démontrer. 

532. On peut encore établir ce théorème de la manière 
suivante : 

Pour que Téquation différentielle soit satisfaite, il faut 
que X et y varient de tçUe sorte, que Ton ait u^=c^ 
on aura alors du = o et par conséquent rfU = o à cause 

V 

de la relation rfU = ~ du.W suit de là que U devra tou- 
jours cbnserver la rïième valeur tant que u conservera 
aussi sa valeur c, ce qui ne pourrait avoir lieu si U étant 
mise so.us la forme ^ [n^x)^x restait explicitement dans 
la fonction . 

533. Le principe sur lequel repose cette seconde dé- 
monstration peut être généralisé : u, U, q étant des Jonc- 
lions d^un nombre quelconque de variables y si Von a 
d U = qdu , on aura U = y (u) ; car en éliminant une de 
ces variables, x par exemple, on pourrait écrire 

U = 4;(tt,/,z,...). 

Or, pour toutes les valeurs de x,j^, «,.... qui conservent 
à u une. valeur constante, on a ^a = o et par conséquent 
r/U = o, ce qui ne pourrait avoir lieu siy,z , . .. entraient 
dans la fonction (f. 

334. Si deux facteurs \ et y rendent différentielle 
exacte M dx -h N dy, leur rapport égalé à une constante 
sera Vintégràle de Véquation 

•y 

Carde - ou (p(tt) = c 

on tire m = c. 
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DÉTERMINATION DU FACTEUR P». 

535. La condition nécessaire et suffisante pour que 
»* (Mdjc H- N dy ) soit une différentielle exacte est 

dy dx 

ce qui revient à Téquation 

Quoique la résolution de celte équation soit en général 
aussi difficile que celle de la proposée, elle peut cepen- 
dant dans quelques cas servir à trouver le facteur ^ : 

I**. Si ^' ne doit dépendre que dune seule variable, 

X par exemple, on a — = o, et 1 équation (i) se réduit à 

ï dt^ dy dx 

Par hypothèse, le premier membre né dépend que de jc 5 ' 
donc on doit avoir 

dy dx 



N 



-/(-). 



Cette condition est suffisante; car si elle est remplie, on 
satisfera à l'équation ( 2 ) en prenant 

Le calcul est plus simple si Ton suppose N == i, c'est- 
à-dire si l'on met l'équation proposée sous la forme . 
^-|-Mfite=o, ce qui est permis. On doit alors avoir 

d*oii M = Pj-+-Q. 
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L'équation devient 

^^p^_HQ=o. 

Il suffit donc, pour rendre cette équation intégrable^ de 
la multiplier par e^^^'. On a 

dx 
d'où eS^^y^ jQef^^'dx=zc. 

C'est le cas de l'équation linéaire (508). 

aP. Si le facteur ^ est de la forme XY, X étant une 
fonctian de a:, et Y une fonction dey, on a 

^ = Y— , — =x — 
dx dx dy dy 

et l'équation (i) revient à 

N.^— M — — — — — 
ILdx Ydy~ dy dx' 

Si cette condition est remplie, on aura 

X = cS?(*)^^ Y = eSf(J)<^r, • 

. 536. L'emploi du facteur i^ redonne les méthodes précé- 
demment exposées : ainsi la séparation des variables dans 
Téquation 

XYrf^-hX,Y.^j = o, 

où X et Xi désignent des fonctions de x^ et Y, Y, des 
fonctions de y, revient à multiplier l'équation proposée 

par le facteur r^- 

La transformation employée dans Tintégration de l'é- 
quation homogène revient aussi à la détermination d'un 
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facteur qui rend le premier membre intégrable. En effet, 
Téquation (a) du n** 503 n'est autre chose que l'équation 
proposée dmsée par x"^* [?(^) -♦- ^i^ (^)]» En rempla- 
çant ^ par -» x"ç(-) par M, x"^}; (-J par N, ou voit 
que le facteur p» est , dans ce cas , 



Il est d'ailleurs facile de vérifier que 

est alors une différentielle exacte. Il suffit, pour cela, de 
démontrer que 



eir d.T. 

Cette équation revient, après quelques transforma- 
tions, à la suivante: 

ou NM m — NM m = o, 

car les fonctions M et N étant homogènes et de degré m^ 
on a identiquement (I, 169) 

dx dy 

Si le premier membre de l'équation homogène est une 
différentielle exacte, on pourra prendre pour premier 

facteur i et pour second — -— • Leur rapport, égalé 

à une corislanle, donnera l'intégrale qui sera, par consé- 
quent, 

M.r H- Nj^=r<r. 
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QUARANTE-TROISIÈME LEÇON. 

Solutions singulières des équations à deux variables. — Comment elles se 
déduisent de Tintégrale générale. — Solutions singulières obtenues au 
moyen du facteur qui rend intégrahlele premier membre de Téquation. 
— Exemples de solutions singulières. — La solution singulière est en 
général l'enveloppe des courbes représentées par Téquation intégrale. 



SOLUTIONS SINGULIERES DES ÉQUATIONS À DEUX VARIABLES. 
COMMENT ELLES S^ DÉDUISENT DE l'iNTÉGRALE GÉ- 
NÉRALE.' 

537. Soit 

(i) M€/x-f.NfiÇr=o ou ^=/(a;,j) 

une équation différentielle et 

(2) F(x;j,c)=o 

son intégrale. Différentîons cette dernière équation par 



rapportai; 

(3) 


nous aurons 

dx_ 


dF 

dx 

' dF 














dx 








Si Ton élimine 


c entre celte 


équation 


et 


la 


précédente , 
dF 



nous devons obtenii l'équation (i), ce qui exige que — 

"M 

devienne identique à -- quand on remplacera dans ce quo* 

lient c par sa valeur tirée de Téquation (2), et cette 
élimination devait encore conduire à une identité, lors 
même que c serait remplacée par une fonction de x et 
de /. 

538. Cela po&é , je dis que si l'on connaît Fintégrale 
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F{x^yy c) =o d'une équation différentîeHe, on peut dé- 
terminer les solutions singulières de cette équation. 
Soit 

(4) ?(^»r) = o 

une solution singulière, c'est-à-dire une équation qui 
satisfasse à Féquation (i), mais qui ne puisse se déduire 
de Tint^rale générale en attribuant à la constante une 
valeur particulière. On pourra faire rentrer Téquation 
(f^x^y) = o dans cette intégrale, en y remplaçant c par 
une fonction convenable, car il suffit de poser 

(5) F(^,r,c) = y(^,j); 

d'où l'on déduit la valeur de c en fonction de x et dey. 
Cette valeur étant déterminée, si l'on différentie l'équa- 
tion (2) par rapporta jc, on aura 

d¥ d¥ dy dF de 



dx'^ dy d.x "^ 


de dx 


doù l'on tire 

dy 


dF 

de de 
^df'di' 

dy 



L'élimination de c entre les équations (2) et (6) doit 

dy 
conduire à l'équation -j- =.f[x^yY Donc l'équation (6) 

screduîtà^ = /{:c, y). Or — ^ se réduit à /(x,j) 

dy 
quand on remplace c par sa valeur tirée de l'équation 
F (x, j^, c) = o (537) 5 donc on doit avoir 

de de 
dFdi^''' 

équation à laquelle il faut joindre F [x^ y, c) = o. 
II. 5 
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Le sy^ièroe de ces deux équaûoDS se ranAeae aux deux 
suivaiils : 

— — o 

Or le premieb système donne c = une conslanlej el , 
par suite, on retombe sur Tînlégrale générale. 
Le second se partage en deux : 

i lE— ( 1£~ 

(III) dc^''' (IV) Mr """^^ 

( F(jr,^,c)=rro, | F (.r, j, r) = o. 

En éliminant c entre les deux équations de chaque sys-' 

tèrae, on obtiendra les intégrales singulières de Téqua- 

tion proposée, pourvu qu'on omette les valeurs de c qui 

rendent simultanément nulles ou infinies les deux fonc- 

d¥ dF I «11/ • /TT\ 

tions — > —1 parce que la première des équations (11) 

se présenterait sous la forme illusoire - = o ou — = o ; il 

faudra aussi rejeter les solutions qui rentreraient dan s l'in- 
tégrale générale en attribuant à c une valeur constante. 

Ainsi, on obtiendra les solutions singulières d^une 
éf Italien d^^nentieUe dti premier ordre en éliminant 
la constante entre Vintégrale générale et sa dcrii^ée par 
rapport à la conslanite égalée à zéro, ou bien entre cette 
même intégrale et sa dériv^ée par rapport à y égalée à 
V infini. 

53^. Quelle que soit l'a forme sous laquelle se présente 
l'équation intégrale F(x,y, c)=o, l'application des 
règles précédentes doit toujours conduire aux mêmes 

1£ 

de 
solutions. En effet, le rapport — restera toujours le même 
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quand on éliminera c au moyen de Inéquation , F = o , 
quoique chacune de ces dérivées change quand on trans- 
forme cette équation. Car en regardant y comme une 

fonction de c, on a 

dF 

de dy 
'^df'^d7:' 

valeur qui sera toujours la même, quel que soit F. Ainsi, 

lorsqu'une transfornxation dé Féquation F [x^y^^ c) = o 

dY 
fera perdre des solutions à l'équation — = o, elle les fera 

acquérir à l'autre équation — = oo . 

SOLUTIOIVS SIMGULIÈRES DÉDUITES DU FACTEUR QUI REND 
inTÉGRABLE LE PREMIER MEMBRE DE l'É<^UATION. 

540. Si l'on met l'intégrale sous la forme u — c= o, 
on aura 

ck I 

dy dy 

Ainsi foutes les solutions singulières, seront données par 

l'équation ;j- = o Mais — n'est autre que le facteur v par 

lequel dy — ^/(jc,y)devient une différentielle exacte (S29). 
Donc l'équation 

I 

- =r o OU i' = 00 

V 

contient toutes les solutions singulières. 

EXEMPLES DE SOLUTIONS SINGULIERES, 

541. l^ 



xdx 4- ydy = dy y^x' H- ^^ — «'. 

5. 
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Divisons par ^Jtr* -hy^ — «*, 


il vient ' 




xdx -h ydx 






^zd.s/x'-^y-- 


«*> 


ay — , .»^z_ : 

s/x'-i-X'-^a' 


dont r intégrale est 


- 




X^€=)fx 


'^-^X'—^f 




on zrx -hc^-i- i 


»' — a:^ = o ; 




on aura donc 






dF 


rfF 

ou -_- = 2c 


= 00. 



Cette dernière »e conduirait qu'à la valeur illusoire y = ao ^ 
La première donne c =. — y^ ^i^ par suite ^ 

jp^ 4- r' — «' = o f 
solution singulière. Cette solution^ qui représente une 
circonférence, n'est pas comprise dans l'intégrale géné- 
rale, puisque celle-ci représente une suite de paraboles. 

Comme le facteur i^ est -7===-» on voit bien que 

la solution singulière correspond à f^ = 00 . 

542. 2*^. Trouver la courbe dont fa normale est con- 
stante. L'équation différentielle est 



(») 


.'-.4;=.% 


d'où 






et, par suite, 




(») 


(*-0'H-^'=«% 


équation d'un cercle. Pour avoir les solutions singulières. 


il faut poser 




^F 




de 




dr 


•/ 
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«t, par snite-, 

<3) f*=<i'^ 

On obtiendrait encore cette solution en égalant à Tinfini 
le facteur -7=== par lequel il faut multiplier réqua- 

tion proposée pour s^arer les variablés% 

Il est à remarquer que les deux droites représentées 
par Féqvation {3} sont tangentes à toutes les circonfé- 
rences que représente Tiutégrale générale (2). 

543. 3^. Troui^er une courbe dont les tangentes soient 
il une distance constante a de V origine. 

L'équation de la tangente menée par un point quel- 
conque (oc^^y) de la courbe, étant 

Téquation différentielle du problème sera 

ou 

En différentiant par rapport à a: , on a 

o=zdpl X -h . =)> 

équation qui se décompose en deux 

ap 

dp=z Oy X ~\ — -^=1^. — r == o, 

yli-^p' 
La première donne p = c^ d'où 

La seconde donne 

(3) x=:^-^=±l 
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celte valeur étant portée dans réquatiou (i), il en résulte 

(4) •^•=7=^ 

élevant au carré et ajoutant les équations (3) et (4)9 

(5) x'^x' = o\ 

La solution générale (2) représente une infinité de 
droites, et la solution singulière (5) une circonférence 
a laquelle toutes ceis droites sont tangentes. 

544. 4^ 

(.) ' ë=(^-«^ 

Les variables se séparent immédiatement et Ton troave 
pour Tintégrale générale 

(2) (^-^).-«-(,_^)(j:-c)=:0. 

Pour obtenir les solutions singulières, on posera 

djr 

d'où l'on déduit , en supposant w ^ o , 

(3) / = «. 

Cette équation représente une solution singulière si n 
est <| I , car on ne peut pas déduire y = a de l'intégrale 
générale. Si n est >i, J^=û n'est plus une solution 
singulière, puisque Téquation intégrale étant mise sous 
la forme 

on obtient y == a en faisant c = 00 . Enfin si w = i , 
l'intégrale générale est jr — « = ce', qui devient jr =: a 
pour c =r o et il n'y a pas non plus, dans ce cas, de solu- 
tion singulière. 

On verra facilement que Thypothèse n<^o ne donne 
aucune solution singulière. 
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S45, 5**. Troui^er une contée t^lle^ que h produit des 
perpendiculaires abaissées de deux points fixes F ei F 
sur la tangenie soit constant et égal à b*. 

^'é^- »ïa. Prenons pour axes la 

droite FF' et une perpendi- 
culaire élevée par le milieu 
de cette ligne. L équation 
de la tangente est 

et par suite les perpendicu- 
laires abaissées des points 
donnés sur la tangente seront , en désignant OF par c, 

_r — px-^p€ ^ __^y^px^pc 




FH = 



VU- 7?* Vi-4-/?» 



on aura 



donc è'=(^l=:^^ll=^', d'où 

I -^ p^ 

et , si l'on pose i' -f- c* = a*, 

(i) J = p^'h)/b'-ha'p\ 

équation dune forme connue (525). En la ditférentiantj 
on aura 



\ s/b'^a^p'J 



ce qui donne d'abord dp = o oa p =c constante = m. 
L'intégrale générale est donc 

(3) r^MJc-hy/a^m^-hbK 

On satisfait encore à l'équation (2) en posant 



(4) 



a^p 



En éliminant p entre les équations (i) et (4) , on aura la 
solution singulière 

<5) ? + f^='' 
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ellipse qui a pour tangentes les droites représentées par 
F intégrale générale. 

546. 6^. Trouver une courbe telle, que la portion de Ta 
p^g, ,,3. tangente TS comprise entre les 

deux axes soit égale à une lon- 
gueur constante a. 

L'équation de la tangente esi 
Y^r = p(lL^x) 
et Ton a 




1 K X 



Qj^Pf Z, OS=jr—pje; 



dou, à cause de OT'-f-OS =TS, 

(x—p^y{i'^p') = ri'p*' 

On aura donc 

(0 



ap 



par suite , en diflférentiamt , 

o = dp\x-\ — ; [. 

dp = o, donne p =c, et , par suite y 

ac 

(a) y^cx-hy===r-\ 

rintégrale générale représente donc une infinité de droites^ 
La solution singulière sera donnée par T équation 



(t + P'Y 

Si l'on substitue cette valeur dans l'équation (i), on ara-a 



r = — 



ap 






éliminant p, on aura 

(3) x»-f-^» = fl». 

Cette courbe est l'épicycloïde obtenue en faisant rouler 
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un cercle* dans un autre cercle de rayon quadruple. En 
effet, soit M le polut de la circonférence mobile qui était 
placé primitivement en A, et K le point de contact actuel. 
On sait que KM est la normale à Fépicycloïde au point M, 
et par suite que MH est la tangente. Or l'angle THK, qui, 

dans le petit cercle, a pour mesure - arc KM ou - AK, 

aura pour mesure i AK dans le grand cercle. Donc Tangle 
THK est double de l'angle AOK et le triangle TOH est 
isocèle. On a donc OH = HT. Il résulte de là qu'on a 
également OH = HS et, par suite, TS = 2 OH = OK. 
Ainsi TS conserve bien une grandeur constante. 

LA SOLUTION SINGULIÈRE REPRÉSENTE l'eNVELOPPE DES 
COURBES DONNÉES PAR l'iNTÉGRALE GÉNÉRALE. 

547. Quand une courbe se meut sur un plan, en chan- 
geant de forme suivant une loi déterminée, elle est, en 
général, constamment tangente à une courbe fixe qu'on 
nomme son em^eloppe. On peut supposer que la courbe 
donnée est représentée par une équation de la forme 

(i) F(^, j, c)=io, 

dans laquelle c est un paramètre que l'on fait varier d'une 
manière continue. Donnons à ce paramètre deux valeurs 
voisines c et c -j- Ac. Les courbes représentées par les 
équations 

F(a:,7, <;)==o, F{x, /, c-hAc)=o 
se couperont en un point (x, j) pour lequel on aura 

F (^, X, c -^ ^c) — F {^^^y^ c) = o, 
et, par conséquent, 

(2J — ==0. ^ 

Si l'on suppose que Ac diminue indéfiniment, les coor- 
données de ce point, qui ne cessent pas de satisfaire aux 
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équations (i) ei (3), satisferont à la limita aux équations 

dF 

(3) F(j:, j^,c) = o, -^ = 0. 

On obtiendra le point limite M, c'est-à-dire le point où 
l'une des courbes est coupée par la courbe infiniment voi- 
sine, en résolvant les équations (3)^ et si Ton élimine c 
entre ces équations, on aura le lieu des points M ou le 
lieu fies intersections succès sii^es des courbes représentées 
par Téquation (1). 

Je dis que ce lieu est Tenveloppe cherchée. En effet, 
chaque courbe de l'équation (i) est coupée par <;elle qui 
la précède et celle qui la suit en deux points qui finissent 
par se confondre : la droite qui joint ces deux points tend 
donc à devenir tangente à la première courbe^ elle tend 
d'ailleurs à devenir tangente au lieu des intersections suc- 
cessives. Donc celle-ci est tangente à toutes les courbes 
représentées par l'équation (i). 

548. On a du remarquer que dans tous les exemples trai- 
tés plus haut (541 et suiv.), la solution singulière était l'en- 
veloppe des courbes représentées par l'intégrale générale. 
Nous allons démontrer qu'il doit toujours en être ainsi. 

Soit F(a:, j, c)=o 

l'intégrale générale. Elle représente une suite de courbes 
dont l'enveloppe s'obtient en éliminant c entre cette 
équation et sa dérivée par rapport à 6'. Or c'est précisé- 
ment le calcul qui fournit la solution singulière. Le 
théorème est donc démontré. 

On peut d'ailleurs établir ce théorème de la manière 
suivante. Par chaque point de la courbe A qui représente 
la solution singulière passe l'une des courbes B comprises 

dans l'intégrale générale. Or en ce point ~ a la même 

valeur pour les deux courbes A et B , puisque leurs équa- 
tions satisfont toutes les deux à l'équation différentielle. 
Donc les courbes A et B ont la même tangente au point 
qui leur est commun. 
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QUARANTE-QUATRIÈME LEÇON. 

Équations différentiel tes d*un ordre queiconque. — Existence de Tintégrale 
d'uoe équation dififérentielle quelconque. — Conditions que doivent 
remplir les constantes qui entrent dans Tintégrale générale. — Inté- 
grale de divers ordres d'une équation difrérentieile. — Intégration de 

d-*r 
réquation -j— = y. 



TOUTE ÉQUATION DIFFÉRENTIELLE ADMET UNE INTÉGRALE. 

549. Considérons une équation différentielle de l'or- 
dre m résolue par rapport à la dérivée de Tordre le plus 
élevé 

Cette équation fait connaître r— ou d, J; i quand 

ci Y d"* — ' Y 

on connaît les valeurs de j, ;/"'"*' , _, pour une va- 
leur de X, On peut donc se donner pour x = a des valeurs 

arbitraires b, h',, i" &<"-') de y, g, g,-. ^. 

Maintenant si Ton donne k,x un accroissement dx^ les 
accroissements de j-, ^t-» • • • ' seront 

dy=b'dx, d'^=b"dx,,.., d'!^-=zbi'--^)da:, 
-^ ^ dx dxT 

d"* Y 
et l'accroissement de -j^ sera ensuite donné par l'équa- 
tion (i). 

On déterminera de même la valeur de y et de ses déri- 
vées pour a: =r a -h 2 dx , jc = a -+- 3 dx , • . . . Ainsi le» 
valeurs successives de y sont déterminées et, par con- 
séquent, y dépend de x et des m constantes i, è', . . . , 
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550. Ou pt>ut cucore dcmoatrer l'existence de Tinté- 
grale^ au moyen du développeùient de y en série. En dif- 
fércntiant Téquation (i), on obtiendra successivement les 

coefficients difléreotiels -; — ±-'i i — fr en fonction de x, 



d'^'y 
djcT^ 






y / dy //«-^\ 



Mais on a (I, 114) 

Remplaçant ç [x) par j^, ç (a) par ft, ?'(«) par &',...> 
on aura donc 

^ ' 1.2 1.2...(/W — l) 

(a) < 

On voit encore par là que la valeur de y renferme m 
constantes arbitraires. 

En faisant a == o, on aurait le développement de F in- 
tégrale suivant les puissances ascendantes de x : mais 
cette valeur pourrait rendre infinie la fonction ou quel* 
ques-unes de ses dérivées , et le développement devien- 
drait alors impossible sous cette forme. Il vaut donc mieux 
conserver la série sous sa forme la plus générale, en choi- 
sissant la valeur arbitraire a de telle sorte, qu'aucune des 
fonctions ne soit infinie pour x = a. 
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551 . Réciproquement toute équation 

(3) F(ar, r, c, c',...,c('«-0) = o, 

qui satisfait à r équation différentielle donnée et qui ren-- 

ferme m constantes arbitraires au moyen desquelles il 

soit possible de donner^ pour x = a , des valeurs arbi^ 

dv d''*~'v 

traires b, b', . • • 9 b^'"~*^ à y, t^ ' • • • ' \ „_, » ^^''^ identique 

à Vintégrale générale. En effet, si l'on détermine ainsi 
les constantes, on aura encore pour j le développe- 
ment (2), puisque Féquation (3) satisfaisant à Féqua- 

tion (i) , les valeurs de -j-m^ , ^^, 9 • • • pour a: = a, ne 

dépendront que des valeurs b^b\b'\, , , ^ b^"''^^K 

CONDITIONS QUE DOIT REMPLIR UNE FONCTION POUR ETRE 
l'intégrale d'une ÉQUATION DU m**'"'' ORDRE. 

552. Pour qu'une fonction renfermant/w constantes soit 
l'intégrale d'une équation différentielle du w*''"' ordre, 
il faut que ces constantes soient bien distinctes, c'est-à- 
dire qu'elles ne puissent se réduire h un nombre inférieur 
à m. Par exemple l'équation 

semble contenir deux constantes arbitraires , mais en la 
mettant sous la forme 

on voit qu'elle n'en renferme qu une : elle ne peut donc 
pas être l'intégrale générale d'une équation différentielle 
du second ordre. 

Pour s'assurer que les constantes renfermées dans l'é- 
quation intégrale sont distinctes, il sufiira de chercher 
si elles peuvent être déterminées de telle sorte, que y 
et ses m — i premières dérivées aient des valeurs don- 
nées quelconques b^b^,^,, b^"'~^^y pour une valeur don- 
née de X. 
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553. Par exemple , soîi 

on en tire -^=cae«*-f-c'a' c"', 

dx 

et si l'on résout ces deux équations par rapport à c et c', 
le dénominateur commun des inconnues sera 

Les valeurs de c et de e' seront donc finies et déterminées 
si « est différent de a', et dans ce cas l'équation (1) sera 
rinlégralc générale d'une équation différentielle du se- 
cond ordre. U u*en est plus ainsi quaud a =«', comme 
on Ta vu dans l'exemple précédent. 

554. On reconnaîtra de même que 

j = c sin a j? -h c' sin ot! x 
est riQtfégrale générale d'une équation dif£ére«uieUe du 
second ordre 5 mais Téquation 

(i) y=. rsin(j:4- a) + c'sin(ar-h a') -H c"sin(a: H- a") 
ne peut pas être TinLégrale d^une équation difïecentiellc 
du troisième ordre , car ou a 

(2) -^=f cos(jc H- a) 4- c'cos(x4- a') H- c" cos(.r -ha"), 
d'Y , 

(3) -r-^ = — c5in(j:-h a) — c'sin(.r 4- a') — c"sin(a- 4- «")• 
Or il résulte des équations (i) et (3) 

et la valeur de jf étant déterminée, on ne peut pas donner 

de valeur arbitraire à -r^» On le voit d'ailleurs sur Yé- 
dx^ 

quation même en l'écrivant sous celte forme 

y = (c cosa -H c' cosa' 4- c" cosa-') sinx 
-+- (c sina -h c sin a' -4- c" siaa")cosx, 
ou j = A sin .r -h B cosx , 

«t elle ne renferme que deux constantes arbitraires A et B. 
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INTÉGRALES DE DIVERS ORDRES d'uNE ÉQUATION 
* DIFFÉRENTIELLE. 

S55. Une équation différentielle dé Tordre m a pour 
intégrale une équation de la forme 

(.) F.Ox,j,r,c',c",..,,c(*-)] = o. 

Puisque les constantes c, c',. . ., n'entrent pas dans Té- 
quation différentielle , celle-ci ne peut se déduire de F = o 
qu'en la différentiant m — i fois, et éliminant ces m con- 
stantes entre l'équation (i) et les m — i équations diffé* 
rentîeUes ainsi obtenues. Or cette élimination peut se 
faire de plusieurs manières. 

Si d'abord on ne veut éliminer qu'une constante c, on 
pourfa dîffére«tier l'équation F = o après l'avoir mise 
préalablement sous telle forme qu'on voudra, puis on éli- 
minera c entre l'équation F= o et sa différentielle. On 
peut, en particulier, résoudre l'équatiou F = o par rap- 
port à c, soit u = c^ puis différentier cette dernière, ce 
qui fait disparaltjpe la cooptante. En éliminant ainsi tour 
i tour c , c', . . . , on obtient m équations différentielles du 
prenjier ordre dont cbacuue contient seulement m — i con- 
stantes. Ces équations sont dites des intégrales de V ordre 
m — I. 

556. Pour éliminer deux constantes c et c', an peut dif- 
férentier deux fois de suite l'équation F= o : on a ainsi 
trois équations 

F~o, flfF==o, cr'F = o, 

entre lesquelles on élimine a et c'\ On peui aussi élimi- 
ner c entre F = o et <YF=io, puis éliminer c' entre 
l'équation ainsi obtenue et sa différentielle. De quelque 
manière que l'on opère , on doit retomber sur la même 
équation différentielle du second ordre; car si l'on obt«- 
liait 'deux équations du deuxième ordre, en éliminant 

//' r . 

entre elles -r^? on aurait une équation du premier ordre 
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(le la forme 

On ne pourrait pas alors se donner les valeurs de y^ 
-i^ V • > -7 — - pour a: = a ; car, en différentîant m — a fois 
cette équation, on aurait m — i équations entre x^ y y 
-7-) • • • > -T et m — a constantes, c'est-à-dire plus d'é- 
quations que d'inconnues. 

En éliminant successivement deux des m constantes, 

on aura — équations différentielles du deuxième 

ordre contenant chacune m — a constantes et qu'on 
nomme intégrales de r ordre m — 2. Trois intégrales 
de cet ordre peuvent remplacer Tintégrale générale, car 

on la reproduit en éliminant entre elles -~ et ^~-' 

S67. On pourra de même éliminer un nombre quel- 
conque de constantes et parvenir ainsi à des intégrales de 
l'ordre m — 3, de l'ordre m — 4 9 etc. Si l'on élimine 
toutes les constantes moins une, on aura m intégrales du 
premier ordre. Si entre ces m équations on élimine les 

dy d*Y d'"~^ Y 

m — I dérivées —9 —^^ • • • 9 ^_, ) on retrouvera l'équa- 
tion primitive F = o entre x,j, c, c', . . . , c^'^^^K II suffira 
donc, pour intégrer l'équation 

d'avoir les m équations intégrales du premier ordre. 

558. Les intégrales du premier ordre permettent de 

. déterminer les constantes c, c', ..., c^'""'*^ en fonction 

, dy d'^" y T- 1 , , 

dex^y^ T"'**"' . _, * ii-n les resolvant par rapport 

aux constantes et en désignant, pour abréger, les dérivées 
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de y ^^^ y'*^y" t . . . , on aura m équations de la forme 

c = f (jT, /,/',... , ^(«— )) = u ; 

d'où Ton tire 

du du , du „ du dry 

dx^ dy'^ ^ df-^ ^ ^ dyC^-^f dx^ 

d^Y 

Mais on a ^ =:/(x, /,/..., r^""'0 > 



on aura 



donc 



du du , du „ du 

Cette équation doit être identique ^ car autrement elle 
établirait une relation entre j:, y, y'. . . , j('"-*), et Ton 
ne pourrait plus se donner les valeurs àe y^y\ , • ? J^^"*^*^ 
pour a: = a. 

Ainsi les équations du premier ordre étant misés sous 
la forme 

w = c , UiZ=zc'y «a = ^"f etc. , 

toutes les fonctions i/, iii,. . ., devront satisfaire à une 
même équation aux dérivées partielles. 

IHTÉORATION DE l' ÉQUATION -r — = *'. 



559. Soit proposé d'intégrer l'équation 
djiT ' 



(0 -- = .. 



M étant une fonction de x. On en déduit 






î- :^ =z \ dx \ Pdx -4- cj: •+- c'. 



— . =:r I r/wC I r/o; I vdx -+- ex' 4- tf' JP 4- r", 
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et ainsi de suite. Donc, si Ton désigne en général 

par I s^dx" l'intégrale i dx j dx. . . I i^dx qui résulte 

de n intégrations successives par rapport à x, on aura 



=/ 



vdxr -H r«— ' -^ c'x^^ -f- . . . ^ c(«-'). 



560. L'intégrale multiple qui entre dans la valeur 
de y peut s'exprimer à l'aide d'un certain nombre d'in- 
tégrales simples. En effet, en intégrant par parties, on 
a successivement 

1 dx. j vdx == * I ^'dx — 1 pxdx^ 

j p//r»=— î— (*» j vdx^nx j pdx-h j ux^dxU 

// x^ w pdx— ix^ j çxdv \ 
\ -+-3^ I vx^dx — I px^dx I 

et ainsi de suite *, d'où Ton conclut, par induction, 

[x"^' 1 vdx — (« — 1 ) x^"* j vxdx 

Pour démontrer la généralité de cette formule , il suffit 
de montrer que si elle est vraie pour une intégrale de 
l'ordre «, elle conviendra encore à une intégrale de 
l'ordre w-j-i. Or on peut mettre l'équation (a) sous 
cette forme 

[/ix^-' I çdx — /? (/F -^ 1 ) J?""' I pxdx I 

-4- -^ '-^ ^j;"-' I vx^dx..,±n I vx^^' dx j 
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Si Ton multiplie les deux membres par dx et que Ton 
intègre par parties, on aura 

î I— „4-^i^Ilii . . .±/i l vx'*dx'j 

1.2.../1L 1.2 JJ 



mais 



I — « H — i ^ ••.±/i = ii — i"±:i=: 

1.2 ^ ^ 



don 



c 



ce qui établit la généralité de la formule. 

561. Enfin on peut exprimer l'intégrale multiple 
I i^flte" par une seule intégrale simple. En effet, don- 
nons aux intégrales qui entrent dans F égalité (a) les 
limites a et x; posons m =/(a:) , et, dans le second mem- 
bre , remplaçons x par z sous Je signe l : nous aurons 

/ fix)dx-=z 1 -1 *^^ ^'^ V 

l '-("-')[^("-0(;--)..-3p^(...... J' 

ou bien , en faisant passer les facteurs constants sous le 
signe / , et remplaçant la somme des intégrales par une 
intégrale unique, 

(3) pw^^= ,.,...;,_.) XV(^)(x-^)"-^^. 
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362. Cette dernière formule conduit à une nouvelle 
démonstration de la série de Taylor. En remplaçant /^(a:) 
par/^""^*^ [x) et n par /i 4-1 , on aura 

j /(«+') (x)rfx«-^« = î i /(-^)^(3) {x — zYfiz. 

D'un autre côté , 

^ ' 1.2 ^ ' I.2.../Î 

donc on aura 



I .2 



^ ' I . 2 . . . « I . 2 ... « J^ 

et , si l'on pose x= a-h h, z =. a-^-h — f, 
^ ' 1.2.../1 1 .2. . « J^ 
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QUARANTE-CINQUIÈME LEÇON. 

Intégration de quelques équations d'un ordre supérieur, — Équations 

/a'"-V d"*y\ 

de la forme f\ 1 1=0. — Equations de la forme 

\dx^-" rfx"' / 

9 . 1 = 0. — Équations susceptibles d'abaissement. — 

d^-' dx'^J , 
Applications (géométriques. — Équations homogènes. 



ÉQUATIONS DE LA FORME / ( -J-^^ZT > ~J^ 1 = O, 

563. Soit d'abord Téqualion 
En posant ~- = /7, on aura -^ = /' [p) \ d'où 

Si Fon peut tirer de cette équation p en fonction de x^ on 

aura 

pz=:fsf[x) OU dy t=ii^[x)dx\ 
d'où 



(3) *^ = /^^ 



x) dx -H c\ 



Cette équation est l'intégrale générale, car elle conUent 
deux constantes arbitraires c et c' . 

564. Si Ton ne peut pas tirer de l'équation (2) la va- 
leur de p en fonction de .r, on aura 



d'où 



*='*=^' 



(3) .=/j 

on éliminera ensuite /; enlrc les équations (2) et (3). 



/^-■^ 
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565. Exemple. Troin^cr la courbe dont le rayon de 
voitrhure est constant et égal à a. 

L'équation difTérenticIle du problème est 

dsn 

On aura donc dx = ^ ; croù 

n ensuite dj = pdx = — i '> d'où l'on lire 

(i^pr 

En éliminant p entre les équations (i) et (2) , on aura 

équation d'un cercle dont a est le rayon. 

On peut aussi tirer de Téquation (i) la valeur de p en 

fonction de X] on a 

.r — c 

^ ~" 'sJo^'^Çt. — cy 

, j. , {X'^c)fix 
c esl-a-dirc dy = — , 

y/?'— (.r — c)» 

d'où 5 en intégrant , 

jr — c' = — ^a^ — (.r — r)- 
et enfin (x- — c)' H- ( j — c'y = a». 

566, Plus généralement, si Ton avait Téquation 
ne contenant que deux dérivées consécutives . en posant 

- = ]), d'où -_^=:J-, 
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réqualîon proposée se réduirait à 

on déduira de là 

J=/(;,). d'où ..=^^ et x = /^)4-c. 

Si cette équation peut être résolue par rapport à p^ on 
aura p = <f (x) et 



=//...,(.) 



dx^-' -h c'«^-' 4- c" x"-» ... H- <;(*-»). 



Si Ton ne peut pas exprimer p en fonction de x , on 
aura 

tt^^^Y pdp 

en multipliant par dtc = ^rr-r et intégrant de nouveau 
et ainsi de suite. 

ÉQUATIONS DE LÀ FORME/ ( ^ =5-» ^-^ j = O. 

567 . Soit d'abord tL=f[y), 

En multipliant les deux membres par 2 dy et inté- 
grant , on aura 



d'où l'on tire dx 



ylc+9.ff{y)dy 



et cntin ' ' 



^ff{y)'ix 
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568. Exemples. 

d-y 
On aura (y-| + «' (jr'— <^') = o, 



ndx 



_ dy 



\/c'-y' 
^ = c sin {n.T -\- c') 
ou ^' = A sin «0? -H B cos njr, 

A et B désigûant deux constantes arbitraires, 
d^ Y 



m- 



dx' 



(j'+^') = o> f^dx = 



\/r^ 



on a d'ailleurs 
d'où 

(2) ^^-4- ^Î+C'=: -C-"^ 

On tire des équations (i) et (a) , 
I , là 

*^ 2 2C' 

OU j = A^"-f-Be-«'. 

569. Pour ramener au cas précédent (567) les équa- 
tions de la forme 

^ \dx^-' ' dx'^J ' 

il suffit de poser ^_^ = /?, d'où 
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on aura donc 
d'où 

Si l'on peut résoudre celte équalîon par rapport à p et 
en tirer /j ou -^ — ^^ = y (a:) , Tîntégrale générale s'ob- 
tiendra par m — 2 quadratures qui introduiront m — 2 
nouvelles constantes arbitraires. 

Quand l'équation ne peut pas être résolue par rapport 
à ^, on opère de la manière suivante. 

On a - — 4 = P'i d'où résulte 



djf"-' 



d'"-'X pdp 

fl —, = paX = -r—, : . 



donc " ''- '■'"''' 



Oi» trouveta de même 

d'"-'x _ Ç i"ip r <tp 1 ., r dp 

d^-'~J^{P)J^{p) J iip) * 

et ainsi de suite. On arrivera donc à une certaine équation 

(3) r = F(/.), 

contenant m constantes arbitraires. L'élimination de p 
entre les équations (2) et (3) donnera l'intégrale générale. 

ÉQUATIONS QUI PEUVENT s'aBAISSER A UN ORDRE 
INFÉRIEUR. 

570. Soit l'équation de Tordre m 

( d^y c?«+' y d"'y\ 

En posant ^-^ = y^? on la réduit à 

^ / dp d'^-''p\ 
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Si Ton peut intégrer celle équation qui n'est que de 
Tordre m — w, et ensuite la résoudre par rapport à a: ou 
h /;, le calcul s'achèvera comme dans le cas précédent. 



dx^ djf^ 



571. Soit l'équation 

<■) i" i' 

qui ne contient pas x. On pourra en abaisser l'ordre d'une 
unité en prenant y pour variable indépendante et fai- 
sant -p- = p. On aura 

dx '^ 



d^y ^ 
dx' " 


dp dp 
'-lïr^PTy' 


d^y 

da^ 


dx 



^n Y 

En général , -7^ ? considérée comme fonction de /?, sera 
du {^ji — ,j«è/n* ordre ^ en substituant ces valeurs dans l'é- 
quation (1) on arrivera donc à une équation de l'ordre 

m — I 

/ dp d"*''p\ 

(-) ^^'^'^'--'^^^j^^' 

dont l'intégrale renfermera m — i constantes arbitraires, 
et l'intégration de l'équation dy = pdx fournira encore 
une autre constante. 

APPLICATIONS GÉOMÉTRIQUES. 

572. Quelle est la courbe dont le rayon de courbure 
est en raison inverse de P abscisse? 

l/équation différentielle du problème est 



i^-hP 



.A-" 



dp 
dx 
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a* 
en appelant — le produit constant du rayon de courbure 

par l'abscisse du point correspondant de la courbe. On 

déduit de là 

a^dp 

2 xd.r = -^ , 

et, en intégrant, 



:9 



d'où 






v/«<-(- 



et, en intégrant de nouveau , 

Cette équation représente la courbe affectée par une 
lame élastique, quand une de ses extrémités étant fixée, 
Tautre extrémité supporte un poids : on lui donne, pour 
cette raison , le nom de courbe élastique. 

573. Plus généralement, si le rayon de courbure doit 
être une fonction/(jc) de l'abscisse, on aura l'équation 

'^■=/('). 

dx 
d'où Ton déduira 

p _ r dx 

Celte équation étant du second degré, pourra être résolue 
par rapport à p. Soit alors /; =: ç (x) , on aura 



= J<f{x) 



équation de la courbe cherchée, qui renferme deux con- 
stantes arbitraires c ei/^'-, 

374. Troiii^er une courhc dont le rayon de courbure 
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soit proportionnel à la longueur de la normale com^ 
prise entre la courbe et F axe des x. 

L' équation dîfféreiilielle du problème est 

dx 
n désignant une constante positive ou négative, selon que 
la courbe est convexe ou concave par rapport à Taxe 
des X (1,233). 

En prenant / pour variable indépendante et remplaçant 

dp pdp 

-f- par ~^; on aura 

dx ^ dy 



On tire de là 



dy np dp 



li'=:^l(,-f.;>')^l(l-+-;^f, 



OU ^ = (,^.,,>)-^; 



donc p^\J ij-X^^i, 

cl en remplaçant p par -7^, 



\/(fV- 



Il suffit de prendre ce radical avec le signe -|-, car le signe 
— conduirait à la même intégrale. 

Celle équation peut s'intégrer d'après la théorie des 
intégrales binômes : 

1". Quand ^ est un nombre entier (I, 348), c'est-à-dire 

nuaud n est un nombre entier pair^ 2" quand est 
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un nombre entier (I, 349), et, par suite, quand n est un 
nombre entier impair. En résumé, n doit être un nombre 
entier . 

Examinons les cas particuliers de w = ziz i , n=z± a. 

1°. n =t — I : l'équation différentielle sera 

sic' -y' 
d'où (:p — c')^-h7"' = c'. 

Cette équation représente tous les cercles qui ont leur 
centre sur l'axe des x, 

a®. n = \ \ dans ce cas, où la courbe est convexe vers 
Taxe des x, on a 

d'où .r rr: c 1 ( J + s/r'—C) -|- /•. 

Si Von détermine A de manière que pour y = c on ait 
x = c\ il faudra que 

c' = cl c -f- /■; 

d'où n^^i ^ + s/J^'E Z 

ce qui revient h 

X — c' 

(a) y -^ six'— c'z=z ce *" . 

Mais on a 

(jr •+■ sly'-c') (r - v^r"'- c') = ^'; 

donc on aura 



Donc, en ajoutant membre à membre les équations [a) 
et ((3) , on aura pour l'équation de la courbo 

/ X— c' X— c'\ 



^-- a 



Cette équation est celle d'une chaînette. Par conséquent 
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le cercle et la chalDeUe sont les seules courbes dans 
fig. 114. lesquelles le rayon de courbure soit égal 

\ à la normale, avec cette différence que 

*^ ces deux lignes coïncident dans le cer- 

cle, tandis qu'elles sont situées de part 
et d'autre du point de contact dans la 
"n F chaînette. 
30. /i = 51 : on a l'équation diflerenlielle 



(Ix = — î ou -— =: • 

M'- / 

Or, cette équation représente (1,246) une cycloïde 

dont la base est sur Taxe 
des X et dont le cercle gé- 



Fig. I 
V 




c 
nerateur a - pour rayon. 



lO' 



On sait en effet que, dans 
-^i — ^p- cette courbe, le rayon de 



4°. « = 2 : 



n\ d — 

\^ , courbure MK est double de 



la normale MN. 



d. = -{^^' 



d'où (.r-r')»=:4c(j^-c); 

cette équation représente toutes les paraboles qui ont 
l'axe des x pour directrice. 

ÉQUATIONS HOMOGÈNES. 

575. On peut abaisser d'une unité l'ordre d'une équa- 
tion différentielle lorsqu'elle est homogène par rapport 
à y et à ses dérivées ^ soit 

une telle équation, et soit n le degré de l'homogénéilé. 
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On pourra la mettre sous celte forme 
\ dx dx' 

(2) r^y^, y» —'•••> 

Faisons j = e-^***' , d'où 
dx 






y i. J /^'« « du \ 






En substituant ces valeurs dans 1 équation (i), on aura 
évidemment une équation différentielle de Tordre m — i . 

S76. Exemple. 

r/r* X dx .r* 
Posant r = e-^"''' et substituant les valeurs de i-t -7-^ 
trouvées plus haut , on aura 



du ^ i 1 

dx X x^ 


= 0, 


xdu -h adx «' a:' — i 


= 0. 


r/or r 


Posons ux = z^ il vient 




//« 3- 1 




dx X 




OU, en séparant les variables, 




dx dz 




-T- - 0, 

X z' — i 




d'où Ton tire 




, z— I x'-Kc 


x'-h c 


X . • - : — f , z 1^ ■ > u 


-x(x^-^c)' 
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et, ensuite, 

a: X 

577. On traite de la même manière toute équation 

'(-!• ^•■••)=- 

qui est homogène par rapport aux indices des différen- 
tielles, c'est-à-dire dans laquelle la somme des indices 
des différentielles de r est toujours la même; car si on 

pose -j-z=p, Téquation deviendra homogène par rapport 

dp d^ p 

^'''^'■^•••• 

578. Exemple. Soit 

Cette équation revient à p ■£- =z f (y^) p^ ^ ou 

équation homogène par rapport k p et h ~ Si Ton fait 
p =z e5^r. d'où -^ = df/'"'/ « , 

on aura, en portant ces valeurs dans l'équation (a) et 
supprimant le facteur commun ei^'"'*^, 

donc p = -^eSny)<ij^ 

et, en intégrant de nouveau, 
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QUARMTE-SIXIÈME LEÇON. 

Intégration des équations linéaires sans second membre, — Définition — 
Propriétés de l'équation privée de second membre. — Équations à 
coefficients constants. — Cas des racines imaginaires inégales. — Cas 
des racines égales. Méthode de d'Alembert. — Autres méthodes. 



DÉFINITION. 

578. On appelle équations linéaires les équations dif- 
férentielles dans lesquelles la fonction cherchée et ses 
dérivées n'entrent qu'au premier degré et ne sont pas 
multipliées entre elles. 

. Leur forme générale est 

P, Q. . .T, U, V désignant des fonctions de x. 



PROPRIÉTÉS DES ÉQUATIONS LINÉAIRES PRIVÉES DE 
SECOND MEMBRE. 

579. Nous considérerons d'abord Téquation privée de 
second membre 

Si des fonctions particulières j-j, j^a,. . ., j^„ satisfont 
à cette équation , la somme de ces fonctions et même la 
somme des produits de ces fonctions par des constantes 
quelconques c,, Cs,..., y satisfera également. 

En effet si Ton pose 

/ = c, 7, -h r,/3 4- . . . -h f» Jn , 
II. 7 
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on aura 






dx dx dx dx 




dx^-'' dx^ ^'^ dx^ "^•••-^"'•■dlr^' 




te^y à^y, d^y^ O^y^ 



La substitution de ces valeurs dans l'équation (II) lui 
fait prendre la forme 

-H = 0. 

Or chacune des parenthèses étant nulle par hypothèse, 
Téquation se trouvera satisfaite. Cette propriété n'appar- 
tient qu^à l'équation privée de second membre. 

580. Il suit de là que si Ton connaît m solutions parti- 
culières de Téquation (II), on aura l'intégrale générale 
en posant 

pourvu que Ton puisse déterminer les constantes de ma- 

dy </"*""' Y 

nière à donner à r, -7- ?. . . , — des valeurs arbitraires 

•^ dx dx^-' 

pour une valeur quelconque de x. 

Ces conditions ne pourraient pas être remplies s'il exis- 
tait une relation linéaire entre quelques-unes des fonc- 
tions ji, /s, ...> 7^r,. Par exemple si Ion avait 

r, ~ ny\ -\ hy, , 
on aurait 

^>' rr: {c\ 4- (tr,) }\ -h {('2 -\- bv-.s)^, -{- c, j, 4- . • . 
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el cette expression ne renfermant que m — i constantes \^ '\ ^^. 
arbitraires puisque CiH-act, Cj + fccj ne doivent comp- V^* ^ 
ter que pour deux constantes , ne peut pas être Tinté- ^ '*' 
grale générale de l'équation (II). 

5b'l . L'équation linéaire étant homogène par rapport 
à j^ et à ses dérivées , on peut en abaisser l'ordre d'une 
unité, en posant/ = eJ"'*''' (575) 5 mais elle cesse d'être li- 
néaire. Elle prend alors la forme 

(III) —;^^ -f. . _ 4- (tt« 4. P tt"-' -h Q,/"-»4- . . . -f. U) = O. 

Cette équation est plus compliquée que la proposée; 
mais elle fait découvrir plus facilement certaines inté- 
grales particulières. Ainsi quand une valeur u = r, indé- 
pendante de :r, annule le polynôme 

(1) W^-h P«'"-'-l-..,-hU=/(«) 

l'équation (III) est satisfaite par 11= /•, car les dérivées 

— y j-j? . . ., sont nulles : par conséquent l'équation (II) 

est satisfaite par jr= ce^"^"" = ce'^'. 



ÉQUATIONS LINÉAIRES A COEFFICIENTS CONSTANTS, 

582. Dans le cas où P, Q, . . . ,T, U sont des constantes, 
l'équation y (m) = o n'admet que des racines constantes 
r,, r,, . . . , r^. En les supposant toutes différentes, on aura 
donc m solutions particulières e^"", «''', . . , , e^"'' et l'in- 
tégrale générale sera 

Pour le démontrer il suffit de faire voir qu'on peut 
déterminer les constantes c,, Cj, . . . , c,„ de manière que, 
pour une certaine valeur de o;, par exemple x = o^ y 
et ses m — i premières dérivées aient des valeurs arbi- 
traires è, ft',.--» &^"*"*^ En effet, de l'équation (2) on 

7- 
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tire 

dr 

(3) ;^ = ^' ^'^''" + ^'^'^" "^ ••• "+" ^'"'''»^*'» 

(4) ^ = ^' '"î ^'' + ^' '•î ^''" -*"••• "^ ^-. '•-<?''"% 

et, par conséquent, en faisant x=o dans les équations 

(a), (3), (4)vîOnaura 

<^l ■+■ <?2 + ^3 4- . . • + <^« = ^ , 

Cl /"i -H fî r, -f. C3 r, -I- . . . -h c« r„ = ô', 
(C) < <?t rî + <^2 /-J + C3 rj -t- . . , -f- c« r,i ss 6^ 



Multiplions ces équations respectivement par /r, fe',fc", • . . , 
^(m-j) et I, et ajoutons-les : en posant 

on aura 

Cx f (r.) -f- c, (j. (r,) + . . . -f- <^«? (r«,) 

= u-t- X' b' H- r ^'' -4- . . . -f-^»("— ). 

On éliminera Cj, Cg,. . . , c,„, en prenant pour ç (r) une 
fonction telle que y (r,), ç (r, ),..., soient nulles, mais que 
y (r,) soit différente de zéro. Ces conditions seront rem- 
plies si Ton pose 

?(/•) = (- - r,) (r - r,) . • .(r- rj = ^^^, 
d'où ^(r,)=/'(r,) 

^(/«-') -f. . . . ^ r A" H- /^'ô'-h i^/; 

.,= y^^ 

On aurait de même tj, Cj, . . . . Toutes ces constantes ont 
des valeurs finies et déterminées, puisque/' ('1),/' (r,),..,, 
ne sont pas nulles. 

Si l'on dounait les valeurs ft, ft\ . . . , de f et de ses dé- 
rivées pour x = a^ il suffirait de changer dans la valeur 
de r, X en x — a sans loiiclier aux constantes, car l'in- 
tégrale {2) peut évidemment s'écrire 

r =: c, e'''('-'') -f r., 6'''*(^-«^ -f- 
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En prenant ensuite les dérivées et faisant x=a on retrou- 
verait les mêmes équations (C) pour déterminer Ci, 



Exemple. 


S-'V=o. 


on a 


f^ — «» = o, 


d'où 


r = ±n 


et 


j^c^c^'-^c^e-"' 



CAS DBS RACINES IMAGINAIRES INÉGALES. 

583. Lorsque F équation 

/(r) = r«-f.P/^-'-f-...4-Tr-+-U = o 
a des racines imaginaires , la formule 

représente encore Tintégrale générale, mais elle renferme 
des imaginaires. Pour mettre l'intégrale sous une forme 
réelle, observons que les racines imaginaires doivent être 
conjuguées deux à deux en supposant que P, Q,..., T, U 
soient des quantités réelles. Soient donc 

r, = a -+- 6 \/ — I , n=(x, — 6 y^ — i , 
on aura 

=:e"*[(c, -hcJcosSjc-»- \/ — i(c, — Cajsinêa?], 
ou bien 

ry'''4-c,e''«'' = (Acos6.r4-Bsin6j7)e*^, 

en posant A = Cj -f- c, , B = (ci — c^) y' — i : A et B dé- 
signent des constantes arbitraires que l'on peut toujours 
supposer réelles. 

On peut encore écrire la somme des termes qui cor- 
respondent à deux racines conjuguées sous celte forme 
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384. Exemples. ^ 

jrrr, ^**^^ -h c,^*"*'-' = A COS/ÎX-+- Bsin/?jr. 

réquation en r est 

r»~- r — 6=0 : 

on en tire 

ri=:2, r2=: — l-f v'— 2, r3= — i— V^—a, 

et par suite 

j^= c tf" -h tf~' [ A cos (x v^ ) -♦- B sin (a? v^2 ) ]. 

CAS DES RACIUES ÉGALES. MÉTHODE DE d'aLEMBERT. 

885. Lorsque Tëquation 

(1) /-"4-Pr"~'-i-Q/*~'-+-...4-Tr-HU=ro 

a des racines égales, les termes correspondants à ces ra- 
cines dans la formule 

(2) r=c,e'"«*-H<?i^='-l-..., 

se confondent en un seul et Ton n'a plus l'intégrale gé- 
nérale, puisque le nombre des constantes arbitraires est 
inférieur à m. On peut cependant déduire de celle même 
formule Tintégrale générale en considérant d'abord les 
racines comme ayant une différence qu'on rend nulle 
ensuite après avoir fait subir à l'expression une trans- 
formation convenable. 

Pour faire comprendre ce procédé par un exemple très- 
simple , proposons-nous de déduire Tî ntégrale / — == 1 x 

x"'dx = — h C,qui devient illusoire 
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quand 1»= — i . Posons /w = — i -I- A 5 nous aurons 



/ dx 



^ ^ 
= ^^7- 



A3 

Mais x*=r I -H Al jr H (la:)'-t-. . . ; 

donc 

et , en représentant ^ H- t par c , 

/dx à ,, ^ à* ., . 

pr, = c+U+-(lx)'+^^3(U)' + .... 

Donc si Ton fait A = o , on aura 

rdx . 

I = Ij7 + C. 

J * 

586. Revenons maintenant aux équations linéaires et 
supposons ri=r^. On peut altérer- les coefficients de 
Féquation (H), de manière que Téquation (i) n'ait plus 
de racines égales. Alors on a rj = rt h- /i , et 

ou 

j = (C, -h C, e^) e'^' 4- c, (T^' -h . . 

/ A» \ 

= ^»MC.H-C,4-C,//.r -f.C,-j-^x'-4-... j +^^«'••'4-..., 

ou bien y en posant 



c-^-c'x -h c' h h c' h" 5 + . . . I 

1.2 1.2.3 / 



011 aura 

y 

-|-C3^«'-f-...; 
cette valeur satisfait à Téquation différentielle quel que 
soit A. Donc en faisant A = o , on aura 

(3) r = <?'""(c + c'j7)-f'C,c'"«'-h.... 

expression qui renferme m constantes arbitraires dis- 
tinctes quand r^, r^ , /\ , . . . , sont des racines différentes. 
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Quand trais racines sont égales , on suppose d'abord 
l'équation modifiée de manière que deux racines seule- 
ment soient égales , ce qui donne à IHntégrale la forme 

Puis, supposant r8= Tj -h A, on aura 

t_ ■•2 |.2««j 1 

-|_ C, C'*' -f- . . . , 

ou, enposant Ch-C8 = c, C'-I-Cs A = c', -^ =c", 

c -^ c' X -h c" X* -h^ x^ -h . ^ .) -h f^e'^'H-..., 
et , en faisant A = o , 

On trouverait , de la même manière , que si la racine r, 
était quadruple, il faudrait remplacer les termes qui s^y 
rapportent par 

expression qui renferme quatre constantes arbitraires, 

DEUXIÈME MÉTHODE. 

S87. Lemme. Met u étant des fonctions de jc, si Ton 
cherche les différentielles successives de «i^, on arrive 
par induction à la formule 

d'^(up) = ud'* if -4- ndud"-* u H ^ d^ud^-^^v 4- . . - 

^ ' 1.2 

4- /ir/""' udv +- vd"* u, 
ou à la formule symbolique 

d''.utf = {dU'hdp)Wf 

en remplaçant dans le développement du second membre 
les exposants des puissances par des indices de difléren- 
tiation, et en admettant que rf"a = u. 



Digitized by 



Google 



QtJÀllAlïTE-SIXlÈME LEÇON. Io5 

Pour faire. voir que cette formule est générale , il suffit 
de montrer que si elle est vraie pour l'indice n , elle est 
encore vraie pour Tindice w + 1 . En effet, soi t hd^ u d"'^ k* 
Tin terme quelconque du développement de fif". mp. On 
aura 

De là on tire 

d'*-^' , m> = ^[k dP-^' ud^-P V h- AdP ud''~P-^' u), 
OU sous une forme symbolique 

£/«■*-• ,iw=z^ kduP dv'^-P {du -f- dp) = [du -4- dv) y kduP ds^-P . 
Mais , par hypothèse , 

^ ÂduPdi^-P =i{du-+- dçY") ; 
on aura donc 

d'^'.uv=: {du-^dv){du 4- dip)W=z[du +</<>)(«+•). 

Ce qu il fallait démontrer. On démontrerait de la même 
manière la formule plus générale 

d'',{ui'. . .z)z=i (du -^ dv -h.,, -h dzY^K 

588. Autrement. Le coefficient k dans l'équation 

(i) . d''iw=z^AdPti d9ç 

est un nombre indépendant de la nature des fonctions u 
et if. Soit alors m =: e**, v^rzr e*', on aura 

d". uv = d", <?(«-•-*>' r= <?(«+*)' ( « -f.^ )« dx'*, 
et l'équation (i) devient 

( fl -4- ^)" r/^« = V kaP M dxP-^l, 
et puisque /; + ç = w , 

{a -j- b)"=\ Aaf b"~-P, 
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Ainsi les coefficients de //". u^ ne sont autre chose que les 
coefficients de la «**"•* puissance d'un binôme. 

589. Revenons à Téquation 

Remplaçons^ par iit^. L'équation ordonnée par rapport à 
la fonction u et à ses dérivées , deviendra 






(fi'" V _ rf""~* if 
h P 

if d'"''i» , ,^d'^-^v ^ x^^""'*' r^ldui 

— //i h(/ii — i)P-i h /w— 2)0 -; --f-...-hTi' — 



■ [m {m — i){/n — 2). . . a. i .«»] -p— 

1,7.. . . m ^ ^ ^ •* dx^ 

ou bien 
en posant 



Le développement (2) est analogue à celui d'une fonc- 
tion de X' dans laquelle ou remplace x par x -\- h. On 
voit en cifet que les polynômes Vq, V,, Vj,..., se dc- 
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duisent du polynôme 

et de ses dérivées en remplaçant v'", p»'"""^, . . . , t^, i^^ par 

da^ dx"*^^ dx 

590. Maintenant , si l'on pose s/ = e'^, et que Ton sup- 
prime le facteur commun e*"', Téquation (2) prendra la 
forme 

f{r) désignant, comme plus haut, le polynôme 

r" -h ?/•«-'+... 4- Tr -4- U. 
De là résultent les conséquences suivantes : 
i^. Si r, est racine simple de l'équation 
/('•) = o, 
ou satisfera à Féquation (3) en faisant 
/• = r, , « = c, , 

e, désignant une constante, d'où / = Ci e'^»'. 

Donc si toutes les racines sont inégales , on aura m in- 
tégrales particulières contenant chacune une constante 
arbitraire et dont la somme formera l'intégrale générale. 

a**. Si Tj est une racine double, /(tj), /'(tj) seront 
nulles et l'on satisfera à Téquation (3) en posant 

d^u 

d'où u = c-^c'x^ y = e''^^(c']-c'x). 

3**. Si /\ est racine triple, /(/'i), /'('•i)»/"('i) seront 
nulles et l'on satisfera à l'équation en faisant 

d'il 

d'où II =z c -\' c' X -\' c" .r* 

t't ainsi de suite. 
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TROISIÈME MÉTHODE. 

591. En substituant e*"' à y dans le premier membre 
de l'ëqualion (II), on a identiquement 

Différentiant par rapport à /', on aura 
^^'^ ,/x>" "^ ^ ~d^^^ H-...-f-Ue-x=:e^'[/'(r) 4-^/(0] 



et 



■ P r^r-: h ... 4- \]e"x' 



(3) < </^" ^-c*"' 

( = ^-[/" (r) 4- 2x/'l>) -f. x'y(r)], 

et ainsi de suite. 

L'équation (i) montre que Ton satisfera à Féquation 
différentielle en posant j^ = e''^*\ r^ étant une des racines 
de réquationy(r) = o. 

Si f\ est racine double, on a /'(rj) = o, et la rela- 
tion (a) montre que l'on peut prendre y = e^^'x^ ce qui 
avec e'** fait deux solutions. 

Si r, est racine triple, outre les deux solutions dis- 
tinctes déjà obtenues, on déduira de Téquation (3) la so- 
lution y=e'''x', et ainsi de suite. Ainsi à chaque racine 
multiple correspondra un nombre de solutions égal à 
son degré de multiplicité. En multipliant toutes ces solu- 
tions par des constantes et les ajoutant, on aura donc 
Tinlégrale générale. 
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QUARANTE-SEPTIÈME LEÇON. 

Intégration de réf/uation linéaire complète. — Réduction de Téquation 
complète à réquation privée de second membre. — Cas où les coeffi- 
cients du premier membre sont constants. — Abaissement de l'équation 
linéaire quand on connatt un certain uombre d'intégrales de l'équation 
privée de second membre. — Autre méthode. — Équations linéaires que 
l'on sait intégrer. — Propriétés de l'équation du second ordre. 



RÉDUCTION DE L*ÉQUATI0N COMPLETE A l'ÉQUATION 
FKIVÉE DE SECOND MEMBRE. 

592. Soit 

(I) ^--''7^-^---+^^ = ^(-)- 

Posons y= l zda, z étant une fonction de a: et de a 
Jo 

dz d^ z d'"~'* z t 

lellementchoisie,quez, — > ;^^**V' ^f^^, soient nulles 

pour a = X et que Ton ait pour cette même valeur 
Ces conditions étant remplies, on aura 



dy^_ Ç'dz^ 






Zjc désignant la valeur que prend z lorsque a = jc; mais, 
par hypothèse , cette substitution annule z 5 donc 



a.T Jq ax 
on aura ensuite 



d.T J^ dx 



mais 



is ( — ) =oj par conséquent l'équation précédente 
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deviendra 

OU trouve de la même manière 

'd^'^Jod^""'d^^'^Jo d^"^^' 

En substituant ces valeurs dans Tëquation proposée, 



on a 



et il suffit 9 pour que Téquation soit satisfaite, que Ton 
ait 

Si, outre les conditions citéesplus haut, z remplit cette 
nouvelle condition, y = j zdoL sera une intégrale par- 
ticulière; en la désignant par u et posant y = m + i', l'é- 
quation deviendra 

[d^u ^ rf'"^' a ,, *, , v'I à"v 

^ + P ^^^ +...-HU«-F Wj + - -^... + U.=o. 

Or la première partie est nulle par hypothèse; donc 
l'équation se réduit à 

(H) ^^ + P^=^+---+U'' = «- 

Et si Ton peut intégrer généralement cette équation , u + ^ 
sera l'intégrale de l'équation (I). 

CAS OIT LES COEFFICIENTS DE l' ÉQUATION (II) SONT 
CONSTANTS. 

593. Quand on connaîtra l'intégrale générale de l'équa- 
tion (II), en y remplaçant x par x — « , on pourra pro- 
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filer de l'indéierminatioii des constantes arbitraîresqu^elle 
renferme pour remplir les conditions indiquées plus haut. 
C'est ce qui arrive lorsque les coefficients P, Q , . . . , U 
sont constants. 

En effet, en désignant par Ti, r,, rj , . . . , les racines de 
l'équation 

(i) f{r) = /-+ Pa^-" -f- . . . -h Vr h- U = g , 

on pourra écrire 

z = C,e'^ (*-«' + Ca e'^ !'- «) 4- . . . -f.C« tf'--' '«\ 

et pour que les équations indiquées plus haut soient sa- 
tisfaites, il faudra poser 

C.-4-C;H-...-t-C«=o, 

C, z', H- Cjr, + .. . -+. C«r«.= o, 



C. r^-^-h C,r^-'^.. . -H C«r;;-^= o, 
En opérant comme au nP 582, on trouvera 

et, par conséquent, 

/'(r.) ^ /'(r.) 

"*" /"('■-) ' 
On aura donc i z<^« , ou 

t/o 



(2) 






/'('•.) 



^ p e''"(^-°')F(«) 
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Mais on n'a ainsi qu'une valeur particulière à laquelle 
il faut ajouter l'intégrale générale de Féquatiou 

laquelle est 

c,, Cs , . . . , c„ désignant des constantes arbitraires. Ajou- 
tons cette valeur au deuxième membre de l'équation (2) 
et observons que 



•'e('-«)F(a)rfa 



H- f.^i' 



peut s 



écrire 






gr,« 



OU, en remplaçant Ci/'(r,) par c^, 



on aura donc 



(3) 



|c,-î- /"«-'•« F(<x)rf«l 



c"* 



1 






/'(r.) 



Ainsi , dans le cas des coefficients constants, l'intégrale 
de l'équation (I) s'obtient par des quadratures. 
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CAS OU l'on CONNAIT UN CERTAIN NOMBRE d'iNTÉGRALES 
DE l'équation privée DU SECOND MEMBRE. 

594. Si Ton connait m intégrales particulières de l'é- 
quation 

on aura 

Cl, Cs,. . ., C;„ étant des constantes arbitraires. Or on 
peut supposer que cette expression satisfasse à Féquation 

en regardant Ci , Ct , . . . ^ C,„ non plus comme des con- 
stantes, mais comme des fonctions inconnues de x, qui 
n'ayant à remplir qu'une seule condition, savoir que la 
valeur de j^ satisfasse à l'équation (I), peuvent être liées 
entre elles par m — i relations tout à fait arbitraires. On 
choisit ces relations de manière que la détermination des 
fonctions Ci, Cj, . . . , C,,» n'exige que de simples qua- 
dratures. 
On a 

^r _ r *"' ^ r '^^' j- • r ^^'^ 
dx dx dx dx 

dCi dC, dCa, 

'^^^'éû-^^^lû^'-^^-'d^' 

Posons 

//Cl dC^ dCm 

Alors on aura simplement 

''•'' — C ^'-4-0 î^'+ -t-C '-^. 
dx dx dx dx 

II. • 8 
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«t — aura la même forme que si Ci, Cs , . . . , €,„ étaient 
dx ' 

des constantes. 

On aura de même 

eix^ dx' dx^ . dx^ 



en posant 

^^^ rfj: -«/.r dx dx '" dx dx 



puis 

d^-^'-d^^^' dx^ 4-...4-C« ^3, 
en posant 

^^^ €il»^ dx"^ dx' dx'^'"'^ dx' dx 

On continuera ainsi jusqu'à ^-^—^ inclusivement, en éga- 
lant toujours à zéro la somme des termes qui renferment 
Us différentielles de Ci, C,,. • ., C,„. Enfin on aura 

d'*Y ^ d" r, ^ //•" Vj ^ d^ Tm 



diT ' djf^ ' "^ dar " djiT^ 

On a, en substituant ces valeurs de j^, -j-y etc., dans 



Véquation (I), 

-...-t-Ur.) 









dtr-' dx daf*-' dx "^•••"*" dx"^-' dx 



= V. 
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Or les polynômes qui multiplient C], Cs , . . . , sont nuls 
par hypothèse ; Téquation précédente se réduit donc à 

^ ^ dx^' dx dx^' dx dx'"-' dx 

On a ainsi , pour déterminer -r-^j — % • • • > -^ les m 

équations (i), (2),..., (m). Supposons qu'en les résolvant 
on ait trouvé 

on aura C, =:c, -+- IXi</j:, €2 = 03-+- iXacte..., 
et, par suite, 

^ = f r, ^- fx, ^^ j 7. 4- Ui H- / X^^j r» + • • • . 

S95. Si P, Qvî U sont des constantes,, on peut pren- 
dre yi = C''^ y, = e'^»', . . . , y,n = e'"'»' ; ri , r„ . . . , r,„ étant 
les racines de l'équation 

/(r) = r'»-f-Pr"»-' -4-Qr'«-' + , ..-hTr4-U = o. 
Dès lors les équations (i), (2), . .., (m) deviennent 

r.c'-'' — 'h- r,c'-«'-r- -+-...-+- r^e'n^-'-r- =0, 

En employant la méthode d'élimination qui nous a déjà 

dC, y 
servi plusieurs fois, on aura e^'* — = — — , 

<?iH- I Ve-'-^'dx 

d'où c.= ^r^;:;^ 

8. 
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On aurait de même Cs, €«,. . ., et, par suite, 

ce qui est an fond la formule (3) du nO 593. 

596. Exemple: 

Ici 171 = 2 9 r, = /i , Tj = — /i. L'intégrale générale sera 
donc 

597. Si l'on connaît seulement m — i intégrales par- 
ticulières de Téquation (II) , il sera possible de ramener 
Fint^ration de Téquation (I) à celle d'une équation li- 
néaire et du premier ordre. 

En effet, supposons, pour simplifier, que Ton ait à 
intégrer Téquation du quatrième ordre 

et que Ton connaisse trois intégrales j^j, y, , y^ de l'équa- 
tion privée de second membre 

d*Y d^Y d^Y dY 

On représentera encore Tintégrale générale de l'équa- 
tion (I) par 

Cl) C|, C% étant des. fonctions de a: qui, n'ayant à rem- 
plir qu'une condition, peuvent être assujetties à vérifier 
deux relations arbitraires. 

Si nous prenons ces fonctions de telle sorte que -^ 
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* ^' d^ aient la même forme cpie si Cj, C, et C» étaient def 
constantes, nous aurons 

— =C,— + C, — H-C —S 
dx dx dx dx 

à'y _r'^'y'^ ^ .>C. d»y, d'y, d'C, 

d^-^'-dF-^-"^'-d^'-d^--^--^-d^-dF"'- 

En substituant ces valeurs dans l'équation (I) , et sup- 
primant les termes qui se détruisent par hypothèse, nous 
aurons 

et il faudra joindre à cette équation les deux suivantes : 
, X dQx dCi dd 

(3) ^^ ^^ ^^^ ^ = o 

dx dx dx dx dx dx 

De ces deux équations , on tirera pour -^ et -j-* des 
valeurs de la forme 

dC2 _. dCi dCj dCi 

dx dx dx dx 

Si on les porte datis Féquation (i), on obtiendra, en posant 
— î = z y une équation linéaire de la forme 
dz 

on aura ensuite Ci = Ci + i zdx , 
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La valeur de z contenant déjà une constante arbitraire, 
la valeur de y en contiendra quatre. Ce sera donc T inté- 
grale générale. 

598. Si Ton ne connaissait que m — a intégrales parti- 
culières de l'équation (II), on serait ramené à l'intégration 
d'une équation linéaire du second ordre. En effet, soient 
yi et j^t les intégrales connues , et représentons par 

Fintégrale cherchée -, comme on ne peut établir entre Cj 

et Cs qu'une seule relation arbitraire , exprimons que -j- 

a la même forme que si Ci et C| étaient des constantes. 

Les fonctions Ci et Cs seront déterminées par les équa- 
tions 



G, H, . . . étant des fonctions de x. De la première, on dé- 

dC* dC 

duira -7-' = Xj -7-' ? et substituant dans la seconde , on 
dx dx 

aura une équation où Ci n'entrera que par ses dérivées 

dC, d^C, d^C, . 

dx dx^ dx^ 

prendra la forme 



dC, d^C, d'C, ., dC, ^^ , . 

-7—9 -j-^T •-— • Alors en posant -^ ^ z, cette équation 



d^z dz 

Cette équation étant intégrée, on auia Ci = Ci -4- | z dx, 

et ensuite Cj= Cj-l- 1 ^tzdx. Comme z renferme deux 

constantes arbitraires, on voit bien que Ci j'i 4- Cj^s en 
contiendra quatre. 

599. En généra] , si Von connaît n intégrales distinc- 
tes de V équation linéaire prii^ée de second membre, on 
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pourra ramener V équation complète à une équation li- 
néaire du (m — n)* ordre» 

La démonstration de ce théorème général est suffisam- 
ment indiquée par ce qui précède , c'est pourquoi nous 
nous bornerons à examiner le cas particulier où Ton nç 
connaît qu'une seule intégrale y^ de Téquation (II). Nous 
poserons alors 

et en exprimant que c^est une solution de Téquation (I), 
. nous aurons 

les nouveaux coefficients Pi, ... , Ti se formant, comme, 
on Va dit au n** 589. Si l'on pose 

c/C, 
cette équation se réduit à 

équation différentielle de l'ordre m — i . Ainsi l'ordre de 
l'équation proposée sera abaissé d'une unité. L' équa- 
tion (2) en u étant intégrée, on aura 

C|=«5+ I udx, 
et , par suite , x=^X^ + ^^ \ '^ ^• 

AUTRE MÉTHODE. 

600. Le cas particulier que nous venons d'examiner 
permet de démontrer le théorème général énoncé plus 
haut (599), et fournit une^ autre méthode pour abaisser 
Tordre d'une équation linéaire. En effet, appliquons la 
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même procédé à Téquation 

Soit Ui une solution de l'équation 



dar-' daf*-' 



P.-T-==:-+-...-+-T,ii = o. 



En faisant , — , 

dx 



,M 



z dépendra d'une équation linéaire de Tordre m — a, 

et l'on aura « = ^a, -4- «, / zdx^ 

et, par suite, 

^=:fl/,-+-^7, / M,<ir4-ri j Utdx j zdx, 

ou r = axi + ^7, H- Ç, 

en faisant ^a=j^i I «i^j?, ç=ri / i^dx j zdx, 

La fonction désignée par yt satisfait à l'équation 

car si Ton suppose V nulle, on peut prendre z = o, et 
par conséquent ^ = o, ce qui réduit y à aj^ 4- byt^ ex- 
pression dont/, est une valeur particulière. 

Réciproquement, on trouvera une fonction telle que Ui, 
si l'on connaît une fonctionnât) différente de j^i, qui satis- 
fasse à l'équation (3). Il suffira, en effet, de prendre 



■e-:). 



dx 

puisque u = — ^-^ se change en Ui si V = o, et qu'alors 
jt est une valeur particulière àey. 
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L'équation en z étant de l'ordre m — 2, on cherchera 
une valeur z^ qui satisfasse à Téquation 

et l'on aura z =: c«i 



t='^-^, d'où 



en faisant t =. \ 5 d'où 
dx 

jz étant encore une solution particulière de Féquation 
(3), et ainsi de suite. 

On voit donc qu'on pourra abaisser Tordre de l'équa- 
tion (I) d'autant d'unités qu'on connaîtra de solutions 
particulières de l'équation (3), et en outre que l'inté- 
grale générale de l'équation (I) est de la forme 

X étant une solution quelconque de l'équation (I). 

L'équation linéaire n'admet pas de solution singulière, 
puisque la solution quelconque^ = X se déduit de l'inté- 
grale générale en faisant nulles les constantes a, i,..., /. 

DE QUELQUES CAS OU l'oN PEUT INTÉGRER l'ÉQUÀTION 
LINÉAIRE A SECOND MEMBRE. 

601. Si dans l'équation 

y 
PjQ, . . . ,U, V sont des constantes, onfera j- = jT -f- -z?? et 

l'on aura 

d^z ^d^-^z dz 

équation que Ton sait intégrer. 

602. Les coefficients du premier membre de l'équa- 
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tion (i) étant coustanu, si V est une fonction entière de Xj 

A«"+ Bj--' -h ...-♦- Cx -h h, 
on posera 

jr = fljc"-h bjf-^-h» . . 4- /« = «, 

et Ton déterminera a, &,..., A, en exprimant que cette 
valeur satisfait à Téquation proposée , ce qui formera au* 
tant d'équations qu'il y a d'inconnues. Une première in- 
tégrale étant obtenue, on posera y = u -{- u^ et i^ ne dé- 
pendra que d'une équation linéaire à coefficients constants 
et privée de second membre. 

603. Si 

V = A cosnx -+• B sinnx , 

A et B étant des constantes , ainsi que les coefficients du 
premier membre de Téquation (i) , gn fera 

jt z=aco%nx -h bûnnxy 

ce qui réduit Téquation (i) à 

(flG+ bH) cos/MT-h (ûK-t- bL)ûnnx=AcosnX'}'Bsinnxy 

G, H, K, L étant des fonctions de.n et des coefficients de 
Féquation. Pour que l'équation soit satisfaite, il faudra 
que Ton ait 

ce qui détermine a et 6 , à moins que GL — HK ne soit 
nul. L'intégrale générale sera 

X = a CCS nx -\- b sin /ijc -+- « , 

z étant Tintégrale de Féquation 

604. La méthode précédente tombe en défaut lorsque 
GL— HK=o. Dans ce cas, l'intégrale s'obtient par un 
artifice de calcul dont voici un exemple. Soit 
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on ne peut y satisfaire en posant 

y •=. a coso? -f- h sin jr, 
car on trouverait 

— a cosj: — h sinx 4- a cosx -4- h %\\xx = cos^, 
ou o = cosx, 

équation qu'il est impossible de rendre identique. 
Mais si Ton prend l'équation plus générale 

(2) — ^H-^= cos/ix, 

en posant y = a cos/zo: -H b sin^x, on a 

a[\ — /?*) ces «jc + 6 ( I — n^) sin nx = cos /?x, 

d'où /ï = î ^ = o, 

I — rt* 

ce qui donne la valeur particulière 

cosnx 

La valeur générale dej^ sera donc (592) 
cosnx ^ ^, . 

Y ==r ^ ^ Q COSJ? -h C'sin j:. 

Cette valeur deviendrait illusoire si Ton faisait /i = i j 
mais on peut écrire, en posant C = C— ^î 

cosnx — cos a? _, _ . 

r = ; h C cosx -h C'sinx. 

I — «^ 

Faisant n = i^ le premier terme prend la forme -% 
mais sa vraie valeur est 5 donc Tintégrale générale 



de r équation (1) est 



/== — — - 4- C smjc -f- C cosx. 
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605. On peut encore poser n = i — A et faire ensuite 
A =: o après avoir fait subir à Fintcgrale une transforma- 
tion convenable. On a 

cos(x — hx) ^ ^, . 

y = - ,-; , V + C cos X -H C sm x, 

/l (2 — A ) . 

OU bien 

(cos/ix \ /^, sin^x \ . 

En développant en séries cosAo: et sinAx, on aura 

[I — -A»x»-+-..."| r Ax — iA»x»-f-...l 

ou bien 9 en' posant C'^=C — — ^^^— ^> 

Si maintenant on fait h = o, on retrouvera encore 

X sinx _, . ^„ 

Y = h C'sin X + C cosx. 

2 

606. L'équation 

se ramènera au cas précédent (603) lorsque Ton aura 

V = A cos/ix -f B sin nx + A'cos/i'x -+- B' sîn/i'x -h . . . . 
En posant j^ = m -H ii'-+- . . . , il suffira de satisfaire sépa- 
rément aux équations 

-_ ^ p -_ 1- . . = A cos/ix -h B sin /?x, 

AT* f/x"-"' 

-r hP-i h. .. = A'cos/î'x -h B'sm/i'x, 

607. On ne sait que très-rarement intégrer une équa- 
tion linéaire à coefficients variables. Voici un exempleoù 
l'intégration peut s'achever. 
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Soit Tëquadoi;! 



\ +'ï{ax + b)-f-hVx = o, 



(') 

dx 

P, Q, . . . , T, U étant des constantes. 

Posons j^= (aa: + i )'' 5 substituons cette valeur dans 
l'équation et divisons les deux membres par le facteur 
commun [ax + b)"^ nous aurons 

r{r — i)(r — 2). , .(r— /w-nijû*" 



(2) . 

^ ' I 4-P(r — 1)... (r—zw 4-2)0"^» + ... -HU = o. 

Cette équation étant du degré m , donnera en général m 
valeurs constantes et inégales pour r\ en les désignant 
par Ti, Tj,..., r„, alors (fla:-f- &)'», (ûo: 4- 4)%. . ., 
(flj: +&)'■'" seront des solutions particulières de l'équa- 
tion, d'où Ton déduira pour l'intégrale générale 

j = C, ( ûa: -h ^ )*•» + C, («a: -h ^ j*"' 4- . . . -+- C« ( flo: -h ^ )'"'». 

Toutefois la forme de cette intégrale serait modifiée si 
quelques-unes des racines étaient égales ou imaginaires. 
Il faudrait alors se servir de procédés analogues à ceux 
que l'on a employés aux n°' 604 et 6O0. 

Au reste, on ramènerait cette équation à une équation 
linéaire à coefficients constants en posant aa:-f- i = e*. 

PROPRIÉTÉS DE l'ÉQUATION DU SECOND ORDRE. 

608. Quand on connaît une intégrale particulîèrcyi de 
l'équation 

les procédés des n°* 598 et 600 permettent de l'abaisser au 
premier ordre , et, par suite, de l'intégrer complètement. 
On peut encore opérer de la manière suivante. 



Digitized by 



Google 



ia6 ^ COURS d'analyse. 

On a ideiitiqucment 

Eliminant Q entre ces deux équations, il vient 
d^r d'y, '/ dy dy\ 

et si l'on pose 

dy dy^ „ , d'^y r/»r, du 

ri — -=- r -^ = «, d'où Yk — ^ — r — — = — ? 
•^'éir '^ dx ' '^' dx' ^ dx' dx^ 



l'équation (3) 


devient 


(4) 




du ^ 


d'oà 




a=C^/P'''. 


On aura 


donc 




(5) 




^'t-'t-^--- 


OU 




y Ç,e-S^à^dx 
d. — = , 

ri rî 


et enfin 






(6) 







609. L'équation (5) fait connaître plusieurs propriétés 
de l'équation (i). 

La constante C n'étant pas nulle, en général, suppo- 
sons C > o : on aura 
/ \ dy dy, 

par conséquent j' et — ne peuvent pas être nulles en 

même temps. La même propriété appartient aux fonc- 

* dyy 
ijons y, et — • 

Deux valeurs de x qui annulent ji, comprennent une 
valeur de x qui annule y. En effet si y^ s'annule pour 
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x=^a et pour x = b, on a dans ces deux cas, d'après 
rinégalité (7), 

^insi jr et j-^ sont de signes contraires 5 mais quand x 

croît de û à i, y-^ change de signe pour une certaine va- 
leur a: =«5 doncj^ doit aussi changer de signe avant 
que X devienne égal à b. Par conséquent la fonction y 
doit s'évanouir par une valeur de x compris entre aelb. 
De même entre deux valeurs de x qui annulent y se 
trouve une valeur qui annule j^i^ 

Il suit de là que si l'on fait croître jt', les deux fonc- 
tions y et j*i s^annuleront l'une après l'autre alternati- 
vement. C'est ce qu'on peut vérifier sur l'équation 



d'y 
dx 



-+-r = o, 



qui a.pour intégrale 

j-i=z C sinj; + C cosx. 
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QUARANTE-HUITIÈME LEÇON. 

Résolution des équations différentielles par les séries. — Développement par 
la série de Maclaurin. — Méthode des coefficients indéterminés. — Autre 
forme de développement. — Intégration d'une équation diflerentielle 
par des intégrales définies. 



DÉVELOPPEMENT PAR LA SÉRIE DE MACLAURIN. 

610. Éuut donnée une équation entre y et quelques- 
unes de ses dérivées par rapport à x, on peut, comme 
on l'a vu, développer j suivant les puissances ascen- 
dantes de a: — a, et ce développement contient m con- 
stantes arbitraires qui sont les valeurs de y et de ses 
jfi — I premières dérivées pour x = a. En faisant a = o, 
on a une série ordonnée suivant les puissances ascendantes 
de X, Mais il peut arriver que certaines dérivées deve- 
nant infinies pour x = o, la série tombe en défaut, à 
moins qu'on n'altribue certaines valeurs convenables à 
d*autres dérivées qui ne sont plus arbitraires. Bans ce 
cas, la série contenant moins de m constantes arbi- 
traires ne représente plus l'intégrale générale, mais seu- 
lement une intégrale particulière. 

En voici un exemple. Soit 

^^y dy 
En difTérentiant cette équation plusieurs fois , on aura 

dx^ ^ da? dx^ dx 

dx^ dx* . dx^ dx^ 
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La loi de formation est évidente. Or si dans la première 
équation on fait x = Oj y = b, ~- = i', on en déduit 

Y^ = 00 , à moins que i' ne soit nul. Il faut donc faire 

— = o pour a: == o , et alors les équations suivantes don- 
nent 

rf'j n'h d^y _ d'y n* b 

et , par conséquent , 

/ /i^.r' nVr* \ sinnx 

ou en faisant - = c , 
n 

sin/ix 

On n'obtient ainsi qu'une intégrale particulière. Pour 
avoir l'intégrale générale , il faut poser 

^ sin nx 

X 

C étant une fonction de x, La recherche de cette fonction 
conduit à une équation linéaire du premier ordre d'où 
l'on déduit 

C =r c'+ c"cot/?.r) 

et, par suite, 



r== 



X 

On serait parvenu tout d'abord à ce résultat si Tou avait 
développé j^ suivant les puissances Aq x — « , en se don- 
nant les valeurs de y et de ^ pour x:^a. 

MÉTHODE DES COEFFICIËHTS INDÉTERMINÉS. 

611, On peut encore employer la méthode des coeffi- 
cients indéterminés pour développer en série l'intégrale 
d'une équation différentielle* On obtient souvent par ce 

"• 9 
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moyen des développements qui renferment des puissances 
négatives de a:, ce que ne peut donner la série deïaylor. 
Reprenons Téquation précédente sous la forme 

d^Y 2 dy 
Supposons que l'intégrale soit 

a , fi, y, . . . étant des nombres croissants : on aura 
dx 



(3) 



et en substituant ces valeurs dans l'équation proposée , 

-B/ï'x^-fC7(7 -M)x''~^-hC/ï'j:'' -H...= o. 

Pour que celte équation soit identique, il faut que les 
coefficients des différentes puissances de x soient nuls 
séparément. Or puisque a, 6, y,..- sont des nombres 
croissants, a — 2 est le plus petit exposant de x dans l'é- 
quation (3). On doit donc avoir 

Aa(a -+-l) = G, 
et, comme A ne peut pas être nul, il faut que l'on ait 
a = o , ou a = — I . 

Prenons a = — i. Les deux plus petits exposants qui 
viennent ensuite sont a et 6 — 2. Ils peuvent être égaux 
ou inégaux : s'ils sont inégaux , le terme Bo ( o -f-i) x^^'^ 
ne pouvant se réduire avec un autre devra être nul de 
lui-même, ce qui donnera ê = ou 6 =: — i. Mais on 
ne peut supposer 6 = — i, puisqu'on a déjà a = — 1 et 
que a est supposé moindre que £ : donc 6 = 0. Parmi les 
exposants qui suivent, les plus petits sont a et y — 2 : 
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nous devons les supposer égaux, car le terme A/i' x" doit 
se réduire avec un autre, puisque A ne peut être nul. De 
là résulte 

7=1, /l'A -+-€7(7 -m) = o. 

On trouvera de même 

5 = 2, /l'B -|-D3^(5 4-i) = o, • 

6 = 3, /î'C -hE« (e4-i) = 0, 
et ainsi de suite; on en conclut 

I .2 I .2.3 

n'A. _ n'h 

I .2.3 4 ' .2.3.4-5 

Par conséquent 

/ I n} X n* .r"^ \ 

\ I .2.3 I .2.3.4.5 / 

Acos/zo: Bsinw.r 
ou .r = 1 3 

OU bien, en posant A = c, - = c\ 

ccosnx -h c' sïn n.T 

.r= 

x 

642. Si au lieu de supposer 6 — 2 différent de a, on fait 
6 — 2 = a = — I, d'où 6=:i, 

le terme €7(7-1-1) o:''"'^ n'étant pas nul, puisqu'on a 
7>6>i, doit être détruit par B/ï'x^. On a donc 
y — 2 = 6 ; on aura de même cî — 2 =: 7, e — 2 =: 0, etc. 
Par conséquent , 

6 = 1, 7 = 3, <î = 5,..., 
et ensuite 

n'A ^ n'A ^ /2«A 
B = , C = r-7^ = 7;5 

1.2 1.2.5.4 1.2. .iO 

9- 
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Il en résulte 

(I n^ X /i*ar* \ kcosnx ^ 

X 1.2 1. 2.3.4 / ^ ' 

mais on n^obdent ainsi qu une intégrale particulière. 
L'hypothèse a = o conduit aussi à une intégrale parti- 
culière 

k^vanx 

En appliquant la même nxéthode à Téquation 

d'^y \ dy dx 

on trouvera la série très-convergente 

A / ^' ^^ **' ^ 

AUtRE FORME DE DÉVELOPPEMENT. 

613. L'équation linéaire du second ordre 
d'^Y ^dy ^ 

peut toujours se ramener à une équation à deux termes. 
En effet, posons j=^uz. L'équation proposée deviendra 

, . d^z [du ^ \dz fd^ii ^du ^ \ 

Déterminons n par la condition 

du 

(3) 2 — -hP«=o, 

cette valeur étant substituée dans l'équation (a), on aura 

(4) S = «^' 

R étant une fonction connue de x. 
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614. Désignons par A et B les valeurs de z et de —r 

correspondant à une valeur arbitraire x = a. Nous au- 
rons, en intégrant deux fois de suite, entre les limites a 
et a:, les deux membres de Téquation (4) ? 

dz r' ' 

^=B+J^ Kzd., 

z= A 4-B(a:— û) -f- I dx l Rzûtr, 
Ja Ja 

ou bien, eu posant ^ = A -h B (a: — a), 

I dx I Kz4k. 
a Ja 

Si dans le second membre de cette équation on rem- 
place z par la valeur que donne cette même équation , 
on aura 



(6) 



;==f-h / dx \ Y^tdx 
Ja Ja 



JfkX /IJC pX pX 

' dx I Kdx I dx I Kzdx, 
a Ja Ja Ja 

et en remplaçant encore z par la valeur (5) 

iz=f-h I dx \ Rr^^c-f. 1 dx 1 ' ^dx j dx j Ktdx 

1 Ja Ja Ja - Ja Ja Ja 

^'^ j nx px px px px px 

\ -+- I dx j Vidx j dx j Kdx f dx B.zdx. 

\ Ja Ja Ja Ja Ja ' Ja 

645. En continuant ainsi, ou obtient une suite indéfinie 

(8) 2 = /4- / dx I Ktdx -{-... 

i^a Ja 

dont chaque terme se déduit du précédent en le mul- 
tipliant par Rrfo:*, et en intégrant deux fois entre les 
limites a et x. Le dernier terme se forme d'après, une 
loi analogue, mais il contient toujours la fonction incon- 
nue z. Cependant on pourra faire servir le développe- 
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ment (8) au calcul de la valeur approchée de z^ si à mesure 
que le nombre des termes augmente, le dernier tend vers o. 
C'est^ en effet, ce qui arrive quand R ne devient pas infi- 
nie dans l'intervalle où Ton fait varier x. 

Pour le démontrer, supposons que x croisse d'une ma- 
nière continue depuis la valeur a jusqu'à une valeur 
quelconque b. Soient M, p, C les valeurs maximums de 
R, z^ f, dans l'intervalle considéré. On aura en valeur 
absolue , 

R<M, 3<pL, r<C: 

le signe <^ n'excluant pas l'égalité. Si l'on trouve pour [x 
une valeur finie, il sera démontré que z ne peut pas 
devenir infinie entre les limites a ei b. 

Or, en premier lieu , on a, dans cet intervalle, 

donc / Rrc^^< / CM^, 

ou / Rf^a:<CM(.r — a). 

De là on tire, en intégrant successivement, 

\ dx Ç Ktcix <:ÇM^-f—^, 

r dx j Kdx f dx C Rfr/j<CM' ^'^^^^ 

f dx f Kdx f fix f KfiT f dx rKidx<iCW^-^—^r 

Ja Ja Ja Ja Ja Ja I . . .O 

et ainsi de suite. 

D'un autre côté, on a 

R3<fAM, 
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et, par suite, 1 Kzdx <CiiiM {x — a\ 



• 9 



et ainsi d,e suite. Doujc en arrêtant le développement de z 
k n-\-i termes, le dernier sera moindre que uM"^ ^• 

^ ^ I.2...2/Î 

D'après ces inégalités, on déduira de l'équation (8) 

z < C + CM ^^ "^ ''^' 4- CM^ ^^ "^/l' 4- . . . 

1.2 1.2.3.4 

(x — aV« (x — a)"* 



I. 2. . .2/1 Ï.2 . .2/1 

c'est-à-dire, à fortiori, 

^•2*- r2...2/l 

car on a 

1.2 1.2.3.4 2 "- -■ 

On sait que — ^ — ou ^^^^^ -^-^ — ~ peut devenir 

^ 1.2. . .2/2 1.2. . .2/î ^ 

pioindre que toute quantité donnée e quand n est suffi- 
samment grand. Donc si on désigne par K la plus grande 

valeur de - C [tf(*-«)^+ e-i'-^)^^\ quand x varie de rt à fe , 

valeur qui est indépendante de «, on aura 

Cette inégalité ayant lieu pour toutes les valeurs de x com- 
prises entre a et /?, on peut remplacer z par sa valeur 
maii:imum [>. et l'on aura /x <^ K -4- jt^e, 
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d'où a<; • 

I — C 

Ainsi [i ne peut pas devenir infini , et , par suite , le 

reste de la série (8) qui est moindre que fxM" -^ — , 

tend vers o, ce qu'il fallait démontrer. 

616. On arrive encore à la formule (8) (615) parla 
méthode suivante. 
Posons - 

z = «0 -^- Wi -h Wj -+- . . . , 

I/o, i/i9 Ut,.** étant des fonctions de a: que nous allons dé- 
terminer. On doit avoir -r-r = Rz ou 

d^u^ d^Ui d^Ui ^ ^ 

Or on satisfera à cette équation en posant 

-d^ = ''^ -^^^^^ -rf^ = ^"--- 

En supposant que Ton ait Mo = A, — = B pour a: = a, 

du^ diij , 1 

et que Mi, Wj, . . . , —, ;7— > • ^ • s annulent pour x = a, 

on tire de là 

«0= A-+- B(jr — fl) =/, 

w, = 1 dx I R tdx, 
Ja J a 

Jr\x r\x r^x /\x , 

I dx j l^dx 1 d.r j Ktdx, 

On démontrera ensuite la convergence de la série 

Z = «0 -h W, -h /fa H- . . . , 

comme on l'a fait plus haut. 

d"* z 
On traitera de la même manière Tcquation -j-^= R^? 
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et Fon aura une série où chaque terme s'obtiendra en 
multipliant le précédent par Rdx^ et intégrant m fois. 

617. Comme application de cette méthode, considé- 
rons l'équation du second ordre 

^^ da:^ ' 

h laquelle se réduit l'équation dite de Riccali 

en posant 

1 dz 

Z dx 

Pour plus de simplicité , supposons a = i , et prenons 
toutes les intégrales indiquées au numéro précédent, entre 
les limites o et a: : nous aurons 

t = A -hBo;. 

Multipliant para:"*fl?x* et intégrant deux fois entre les li- 
mites o et a:, il viendra 



'""(w-hi)(/wH-2) (w-f-2) (/WH- 3) 

INoifs aurons de même successivement 

Aj;^'"+* 

'"~(w + 1) (/w -H 2)(2/y/-4-3){2w-h^) 

"*" ( w -f- 2) ( W4^3 )"( 2 m -H4y( 2~^7+ 5 ) ' 



«3: 



'(/iî-hi)(//i -t-2) (2/7/ -H 3)(2w H-4)(3/w + 5)(3m 4-6) 
(/w -h 2) (/7i -h 3) (2 w -h 4) (2/w 4- 5) (3/;i -f- 6) (.3 w 4- 7)' 



et ainsi de suite. 
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Par conséquent la valeur de z sera 



i 



) («4- 2.) (m -«- 1) (»» + 2) (2 Mi + 3)(2 m •+■ 4) 



(« +i)(/ii + 2) (a/n + 3){2/>H- 4) (3ot + 5)(3i» +6) 

[jpJII+3 XÏ"+* 



[m -h 2) (/?j -4- 3) [m -f- 2) [m -î- 3) (a m -h 4) (^//i -4- 5) 

(/» + 2) (m 4- 3) (2w -h 4){2''« + 5)(3/w -f- 6) (3/114-7) 
Dans le cas où m = o, cette formule se réduit à 

2 2 

qui est bien l'intégrale de l 'équation 

IWTÉGRATIOW d'uKE ÉQUATION DIFFÉRENTIFXLE A LAIDE 
d'intégrales DÉFINIES 

618. SoitTéquatioii 

ei^X m dy 

dx^ X dx 

m et A' désignant deux constantes : admettons que son in- 
tégrale puisse être développée en série convergente pro- 
cédant suivant les puissances ascendantes de x^ et posons 

7 = Aa:«-h Ba7^4-...4- Lar^-h Mx^-f- .. . . 
En substituant cette valeur dans l'équation, on aura 



Aa(a— i) x"-^4-B6(6— i) 
H- mkoL I -h/wB6 



07^-^-+-... 



j:^-^4-...4-Mf*(fx-i) 
-f- mMfx 
-h 2A«Ax'^4-2Â»Bx^-H...4-2A»La:^4-2/i'Mx'*+ 

Pour que cette équation soit identique , il faut d'abord 

que l'on ait 

a (a — 1-4- w) == o, 

c'est-à-dire « = o ou a = i — ///. 



= 0. 
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Si l'on prend d'abord a = o et que Ton procède comme 
il a été indiqué au n° 611, on trouvera la série 

L 'W+' I.2(/7H-l)(/lH-3) J 

Si l'on fait au contraire « = i — w, ce qui revient à 
changer m en 2 — w , on aura 

_ _ r h'x^ h*x' '1 

X.^Ax " [ï- JZT^ "^ , . 2.(3 - m) (5 - ,77) - • • • J *' 

Ji et J^8 sont deux intégrales particulières contenant cha- 
cune une constante arbitraire. Leur somme Ji + y^ sera 
donc l'intégrale générale. 

619. On peut remplacer les séries y^ et y^ par des 
intégrales définies. En effet, entre les coefficients L et M 
de deux termes consécutifs dans la série yi, on a la re- 
lation 

h^M = L/?(i— m — 2/?). 

Or on déduit de la formule (D) (I, 338) une relation 
analogue entre deux intégrales définies^ savoir: 

r'^'^ 2p — I r'^^ 

I cos^P a sin"^^ a doL = — / cos^''""^asin"'~*a(a^a. 

Jo 2JD-4-/7I— iJq 

Le rapport de ces deux intégrales est, à un facteur con- 
stant près, égal au rapport — •, si donc on pose 



/•27r 
M = Ap I cos'/'asin'«-'a«?a, 

fin 
L = A^_ , I cosV-* a sin"*-' adoi, 



on aura 

M Ap 7.p — I h^ 



L A^_i 2/? + /w — I p(} — m — 2/?)* 

donc A„=: — . r-A/»-»- 

D'après cette formule et observant que A^ n'est ai|tre 
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chose que A, on aura 

1.2 1.2.3.4 Ï.2...2/? 

et , par conséquent , 

et r, = > A i ^ 1 cos'^' a sin*" ' ac/a, 



ou 



bien 



Jr^ , I 2A»x2cos^a 4/** a:* ces* a \ 

I sm-arfa^i __+__^_ -... j . 

Mais l'expression entre parenthèses égale cos \}ix sj-j. cosa)- 
On a donc enfin 

j, = A 1 cos (Ao: y/2 cos a) sin'"~' ae/a. 

La seconde série se déduit de la première en changeant 
m eu 2 — m. On aura donc 

^2 = A'/ cos(Â^\/2cosa)sin*"'"ar/a. 

620. La valeur de ji devient illusoire quand on a m = q 
ou m < o. En effet, si m = o , l'intégrale 

1 cos(A^ V^cosa)sin"^'a<fa 
est plus grande que 

k désignant une quantité moindre que la plus petite 
valeur de cos (Aj: V^ cosa) quand a varie de o à tt. Or 

Jf — = 00 . Donc la première intégrale est infinie quand 
m = o, et à plus forte raison quand on a w <^ o. 
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De même la seconde intégrale n'aura une valeur finie 
que si 2 — *m est positif. Donc j^i-f-yj ne représentera 
l'intégrale générale que si m est compris entre o et 2. En 
deliors de ces deux limites , l'une des deux formules tom- 
bera en défaut , mais l'autre pourra être admise et ser- 
vira à trouver l'intégrale générale par le procédé du 
n°608. 

621 . Examinons maintenant quelques cas particuliers. 
1°. m = o. L'équation se réduit à 

d'y 

Pour déduire son intégrale d^s formules précédentes, ob- 
servons que la valeur de j^j, qui est encore admissible, se 
réduit à 



—jLr 



cos(Aa: ^cosa)sina</a 
cos {hx ^1 cosa) d,{/tx ^ cosa) 



= Csin(Ax v^). 
Au moyen de cette première intégrale on trouvera 
X z= c sîn(^.r ^) -h c' cos{hx y/â). 
a®, m = 2. La valeur dey^ est illusoire, mais celle de 
/i subsiste et donne Csin(A.r ^)pour intégrale parti- 
culière. On en déduit l'intégrale générale 

e sin {hx ^) -h c' cos(^x ^) 



X 



3®. m = i. Le rapport de yt kj^ est constant, et ces 
deux intégrales ne sont plus distinctes. Dans ce cas, on 
posera m = i-f- A et l'on appliquera le procédé de d'A- 
lembert. 
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QUARANTE-NEUVIÈME LEÇON. 

o 

Équations différentielles simultanées. — Elimination d'une variable entre 
deux équations différentielles.— Systèmes d'équations du premier ordre 
équivalents à une ou à plusieurs équations d'un ordre quelconque. — 
Théorèmes sur les intégrales des équations simultanées du premier 
ordre. — Intégration dès équations simultanées du premier ordre. 



ÉLIMINATION d'une VARIABLE ENTRE DEUX ÉQUATI05S 
DIFFÉRENTIELLES . 

622. Soient 

c ( dy tt^x dz dPz\ 

deux équations qui renferment deux fonctions y et z d'une 
variable indépendante x et leurs dérivées de divers ordres. 
En éliminant y entre ces équations, on obtiendra une 
équation différentielle à une seule variable et dont l'inté- 
gration fera connaître z. 

Pour opérer cette élimination, on différentiera n fois 
la première équation et m fois la seconde; on aura ainsi 
m -f- n -h a équations entre lesquelles il sera possible 

d'éliminer par les moyens ordinaires de l'algèbre les 

dy d*Y d^+ny 

m-hn-hi inconnues y, -,_,..., ^. L équation 

finale à laquelle ou parviendra sera, en général, d'un or- 
dre égal au plus grand des deux nombres n-i-p^ m + q\ 
cet ordre peut toutefois être moindre, si l'élimination a 
pu s'effectuer sans employer les m -f- n -4- a équations. 

623. Plus généralement, si Ton avait r équations dif- 
férentielles contenant une variable indépendante a: et r 
fonctionsj)^, z, w, . . . de cette variable, on éliminerait y 
entre ces r équations, ce qui donnerait r — i équations 
entre z, m, etc. On éliminerait ensuite z entre ces r — i 
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équations, et ainsi de suite. On arriverait ainsi h une 
équation différentielle ne renfermant plus qu'une seule 
des fonctions inconnues. 

SYSTÈMES d'équations DU PREMIER ORDRE ÉQUIVALENTS A 
UNE OU PLUSIEURS ÉQUATIONS d'uN ORDRE QUELCONQUE. 

624. On peut remplacer une équation différentielle 
d'un ordre quelconque à deux variables par un système 
d équations simultanées du premier ordre, en représen- 
tant par une lettre chacune des dérivées, excepté celle qui 
est de l'ordre le plus élevé. Ainsi l'équation 

est évidemment équivalente aux équations suivantes : 



(2) 



\dx ^ ' dx ■' 



j/(x,r,r',r".^)=o. 

625. De même les équations 

ic l dy d"y dz dP z\ 

\ '-^^ dx dx-' ' dx ' dxP ) 

„/ dy dy dz d9z\ 

dans lesquelles nous supposerons m^n^ Ç^ P^ peuvent 
être remplacées par le système des équations du premier 
ordre 



(4) 



dr_ dy 

dx^^ ' dx 


=,.,.. ..^--r=^-". 




dz , dz' 
— - = z , — — 
dx dx 






dx ' 




f(^,J,/'-- 




= o 


F(^,r,/,. 


(n n f d.z<^-0\ 


= o 
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En général, étànl donné un nombre quelconque d'é- 
quations différentielles renfermant une variable indépen- 
dante et plusieurs fonctions de cette variable, si l'on repré- 
sente ces dérivées, à l'exception de celles dont Tordre 
est le plus élevé, par des lettres , on aura un système d'é- 
quations simultanées et du premier ordre qui sera équi- 
valent aux équations proposées. 

THÉORÈMES SUR LES INTÉGRALES DES ÉQUATIOUS 
SIMULTANÉES DU PREMIER ORDRE. 

626. Supposons , pour fixer les idées , que l'on ait à 
intégrer trois équations diiTérentielles simultanées et du 
premier ordre entre une variable indépendante x et trois 
fonctions y, z, u de cette variable. On pourra en gé- 
néral résoudre ces équations par rapport aux dérivées 

—1 — > — et les remplacer par des équations de la forme 

€lX UX (inAi 



dy Q dz R da 
di^v' ^ "~ P ' di 


""p 


dx dx dz du 

F ~ Q "" T ■" y 





ou 

{•) 

P, Q, R, V étant des fonctions déterminées. Le problème 
proposé revient donc à établir entre les variables x, y, 
z, u des relations telles, que les différentielles de ces 
variables soient proportionnelles aux fonctions. P, Q, 

R,V. 

Je dis maintenant que les relations cherchées doivent 
contenir trois constantes arbitraires. En eflet, les équa- 
tions (i) déterminent seulement les accroissements infi- 
niment petits des variablesj)^, z, h pour un accroissement 
infiniment petit de x. On peut donc prendre à volonté 
les valeurs de j^, z et u pour x=^a. En raisonnant 
comme on Ta fait pour une équation différentielle à 
deux variables, on voit que y, z et u sont des fonc- 
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lions déterminées de x^ dépendant nécessairement de 
leurs valeurs initiales, tout à fait arbitraires. Les équa- 
tions intégrales doivent donc contenir trois constantes 
arbitraires. Ces constantes peuvent d'ailleurs être rempla- 
cées par d'autres ayant avec elles des relations arbitraires, 
pourvu cpi'on puisse déterminer les nouvelles constantes 
de manière que y, z et u aient des valeurs données cor- 
respondant à une valeur donnée de x, 

627. On arrive à la même conclusion par la série de 

Taylor. En effet, si Ton représente par y«, (rr-) > etc., 

les valeurs de y et de ses dérivées pour .r = a, on aura 



■— (i).<'-«>-(ë: 



I .2 



H-.. 



Ensuite des équations 

5ï"~p' ^~?' ^~F^' 
on peut déduire ^^en fonction de x, ;^, s, u\ par con- 
séquent ( -7— j dépendra des valeurs arbitraires attri- 
buées k y^ ZyU pour x = «. Donc le développement de y 
contiendra trois constantes arbitraires. Les valeurs de z 
et de u dépendront aussi des mêmes constantes. 

Les raisonnements que nous venons de faire s'étendent 
évidenuuent à un nombre quelconque d'équations. Par 
conséquent m équations du premier ordre entre m-i- i 
variables et qui peui^ent être mises sous la forme ( 1 ) , 
admettent toujours m intégrales contenant m constantes 
arbitraires. Ces constantes doivent être telles, que l'on 
puisse donner à m des variables des valeurs arbitraires 
pour une valeur quelconque attribuée à la (m -f- i)* va- 
riable. 

Dans ce qui précède on a supposé que les équa- 
II. 10 
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tions proposées pouvaient être résolues par rapport aux 

dérivées -^t ^* • • Dans certains cas particuliers cette ré- 
solution est impossible. Par exemple, si Ion avait 
[dx dz 

(•) ^ dy dz 

en clierchaiit à éliminer l'une des dérivées, on trou- 
verait Téquation 

(2) y — 2j:* = o. 

Cette équation peut remplacer l'une des deux proposées. 
En portant la valeur de y qu'elle fournit dans la pre- 
mière des équations (1), on aura 

dz „ 

-— -h 5 j: = o, 

dx 

d'où Ton déduit 

Ainsi quand on ne peut pas résoudre le système pro- 
posé par rapport à toutes les dérivées, le problème se 
simplifie, parce qu'il existe alors entre les variables un 
certain nombre de relations algébriques , au moyen des- 
quelles on peut faire disparaître les dérivées dont le 
système n'a pu fournir la valeur. Seulement dans ce cas 
le nombre des constantes n'est pas égal au nombre des 
fonctions. 

IHTiÈGRATlON DES ÉQUATIONS SIMULTANÉES Oi; PREMIER 

ORDRE. 

629. Soit 

dx dy dz rf« 

un système d'équations simultanées. Nous avons vu qu il 
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existait trois équations intégrales, 

IF| (^y r> «» «» c, c'y c") = o, 
^2 (or, j, z, «, c, c', c") = o, 
**» (-^i J» «» w> ^, <^', «") = 0, 

c, c', e'' étant des constantes arbitraires. Ces équations, 
résolues par rapport aux constantes, peuvent être rem- 
placées par le système 

(3) «=c, 6 = c', 7=c"; ' 

a, 6, y désignant trois fonctions de a:, ^, z et u sans 
constantes arbitraires. On peut donc trouver trois fonc- 
tions de a:,y, z, u qui conservent des valeurs constantes 
quand on y fait varier simultanément toutes les varia- 
bles. 

Remarquons d'abord que les fonctions P, Q, R, V ne 
peuvent pas être à la fois identiquement nulles ^ car alors 
les équations (i) n'offriraient aucun sens. 

Admettons donc que P ne soit pas identiquement nul 
et prenons x pour variable indépendante. Je dis que P 
ne pourra pas même s'annuler en vertu des équations (3) , 
En effet , l'équation P c= o ne renfermant pas de con- 
stante arbitraire, on ne pourrait pas se donner à volonté 
des valeurs dej^, 2, u pour une valeur quelconque de x. 

Supposons donc P différent de o, excepté pour des 
valeurs particulières de x. En différentiant l'équa- 
tion a = c, on a 

da, ^ dx , doc , doL . 

-r- dx-^- "--dr 4- -— tfz + -— tfM == o. 

dx dy dz du 

Mais 0Lz=zc étant une intégrale des équations (i), les 
différentielles fltr, dy^ dz^ du doivent être proportion- 
nelles à P5 Q, R, V5 on aura donc 

10. 
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Cette équation doit être identique; autrement elle éta- 
blirait une relation entre les variables x, y^ z etu et Fou 
ne pourrait pas donner des valeurs arbitraires ky^ z^ u 
pour une valeur particulière de x. 

On aura donc les trois équations identiques 

//a ^ ^* da. -^ ^^ 

dx dy dz du ' 

\ dx djr dz du 

630. Réciproquement si Von troui^e une fonction 0* 
des variables X ., y ^ z^ u^ sans constante arbitraire, telle, 
que Von ait identiquement 

réquation 

= c 

sera une intégrale des équations simultanées 
dx dy dz du 

En effet , on a 

_ (d^ dB dy dBdz dQdu\ 
\dx dy dx dz dx dudx) ' 

donc y^ z et u étant des fonctions de x telles, que Ton ait 

dy _^Q dz _K du _^\ 

^""P' 5^""P' ^~"P' 

on aura 

dxldB dB ^dB ,rfô\ 

mais la quantité renfermée entre parenthèses est nulle 
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par hypothèse, donc 

dB = o, ou 9 = c. 

Il suit de là que si l'on trouve trois fonctions a, 6, y qui 
substituées à 9 satisfassent identiquement à réquation(i), 
les équations 

(3) a = c, ^=c\ y=c" 
seront les intégrales cherchées. 

631. Des intégrales (3) peuvent se déduire une infi- 
nité d'autres, car x^ y^ z, m variant de manière que 
les fonctions a, 6, y conservent une valeur constante, 
toute fonction, de la forme 9 (a, 6, y) conservera aussi 
une valeur constante. 

On peut d'ailleurs vérifier directementqueFéquatîon 

(4) f(a,€.7) = ^ 

est une intégrale des équations (2). En effet on a 

/ d^ dtfdoL d<fd^ dfdy 

dx lioL dx d^ dx d'^ dx 

d<f dtfdoL dtfd^ d(fdy 

djr dadjr d^dy d*^ dj 

» d^ d^doL d(fd^ d(fdy 

dz dcL dz d^ dz dy dz 

d(f d(f dx dtf d^ d(f dy 

\ du doLdu d^ du dy du 

Si Ton multiplie ces équations respectivement par 
P, Q, R,V et qu'on les ajoute, le second membre sera 
nul en vertu des équations (6) du n** 629. On aura donc 

p£î-hq£î+rî^ + v1'=o, 

dx ay dz du 

c'est-à-dire que f misa la place de 6 satisfait à l'équa- 
tion (i). Donc (p = c est bien une intégrale des équations 
proposées. 

632. On peut même démontrer que toute fonction 6 
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de x^y, z, u qui satisfait à V équation 

«^^ ^^« ^^^ ,r^^ 

doit se réduire à une fonction de a^6^y. En effet, soit 

(2) Ô = n(jr,^,«,«); 
posons 

(3) a=:/i(*,j-,«,a), 6=/,(jr,7,»,«), 7 =^ (or,/, », a), 

on peut tirer de là les valeurs de /, z, u en fonction de a^ 
6, y et Xy en les substituant dans la valeur de 6, on aura 

(4) a=ir(a,p,7,4:). 

Or je dis <)ae x ne doit pas entrer explicitement dans 
cette équation. En effet, en mettant cette valeur de dans 
réquatioii (1)) cm aura 

/dif da dn dt dit dy dis ^ 
\daiix d^dx dy dx dx ^ 
/dirda dit d^ dit dj\ 

j ^^[d^d^'^dëdP'^d^idx) . 

(5) < > = o. 
' iditdoL dn d^ dit dy\ 

\dadz d^ dz dydz) 



-V 



(dit doL dit d^ dit dy \ 
da du dQ da dy du j 



Mais les fonctions «,6,y satisfaisant à l'équation (i), 
Péqnation (5) se réduit k 

^ dit 

dit 
OU a -;-=:Oj 

dx 

puisque P ne peut être nul que pour des valeurs parti- 
culières des variables. Ainsi la fonction tt ne contient 
pas X explicitement et se réduit k une fonction de a^ 

6,7- 
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CINQUAJHTIÈME LEÇON. 

Suite des équations simultanées. — Equations lÎDéaîMS : cas de clovx équa- 
tions; — cas de trois équations. — Réduction du cas général au cas où 
les équations sont privées de second membre. — Méthode de M. Gauchy. 
— Remarque sur les équations linéaires. 



ÉQtlATIOKS LINÉAIRES SlMtlLTANÉES. CAS DE DETJX 

ÉQUATIONS. 

633. Si l'on a deux équations Imëaires du premier or- 
dre entre une variable indépendante x et deux fonc- 
tions^ et z de cette variable, en éliminant tour à tour 

— et -j-j on obtiendra deux équations de la forme sui-^ 



vaote : 



(•) 



^■+-P'r+ Q'i=V', 
ax 



P9 Q? V, P'y etc. , désignant des fonctions de x. 

On pourrait appliquer à ces équations le procédé d'éli- 
mination exposé plus haut (622), et Ton parviendrait à 
une équation linéaire du second ordre k deux variables ; 
mais il est plus avantageux d'employer la méthode sui- 
vante qui a été imaginée par d'Alembert et perfectionnée 
par Ampère. 

Ajoutons les équations (1) après* avoir multiplié la se- 
conde par une indéterminée 9 : nous aurons 

(3) jH-d^ + (P-hP'Ô)r-H(Q-i-Q'e)»œ:V-^V'0. 

Si 6 était une constante , ^r- -4- ô 3- serait la dérivée de 
' dx dx 

j -f- 6 ^ 5 posons donc 

(3) i^j^^z,. 
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il en résulte y = 1 — Qzé^l 

dy Bdz __ dt dQ 

dx dx dan dx 

L'équation (a) devient alors 

(4^ ^ - «^ -4- (P -+- Fe) (/— oz) -+- (Q+ Q'e) 2= V -4- re. 

Or z n entrant dans cette équation qu'à la première 
puissance, on éliminera cette fonction en égalant son coef- 
ficient à zéro et Ton aura les deux équations 

(5) 2 H- (P -h Fô) e- Q -Q'e = o, 

(6) ^-H{P-hP'0)^ — V— V'Ô = o. 

L'équation (5) ne contient que 9 et x ; elle détermine 
donc d. Mais, quoique du premier ordre, elle n'est pas 
linéaire, et Ton ne saura pas en général Tintégrer. Cepen- 
dant si l'on connaît seulement deux intégrales particuliè- 
res Oi et 0, de cette équation, la question proposée pourra 
être résolue. 

En effet, ces valeurs étant mises à la. place de 9 dans 
Féquation (6) qui est linéaire, on en déduira deux valeurs 
correspondantes de t^ t^ et /,, contenant chacune une con- 
stante arbitraire. On aura ensuite j^ etz au moyen des deux 
équations 

Les valeurs de / et de ^ ainsi obtenues contiendront 
deux constantes arbitraires, puisque t^ et U en contien- 
nent chacun une. 

634. Dans le cas où les coefficients P, Q, F, Q' sont 
constants, on peut supposer d constant dans l'équation ( 5 ) , 
qui se réduit alors à 

(7) (P4-P'Ô)Ô — Q--Q'Ô = o. 

Cette équation est du second degré et donne deux racines 
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constantes que Tan peut prendre pour dj et 6t, si ces raci- 
nes sont inégales. 

Si les racines de l'équation (7) étaient égales, on n'au- 
rait qu'une valeur de 9. Mais dans ce cas l'équation (5) 
peut se mettre sous la forme 

''fi 

(ëZTTr + P '*' = *'■ 

équation dont l'intégrale générale est 

P'x+r 

Comme on n'a besoin que de deux valeurs particulières 
de &, on les choisira de la manière la plus simple en faisant 
successivement c = o, c = 00 , d'où 

e,=:a-h— -, Bi=a, 
P a: 

Les équations (i) peuvent donc toujours être intégrées 
quand les coefficients P, Q, P', Q' sont constants. 

É 

INTÉGRATIOIf DE TROIS ÉQfJÀTIOlfS LTITÉAIBES. 

% 

635. La méthode précédente s'applique avec quelques 
modifications à l'intégration de trois équations linéaires 
simultanées à quatre variables x, y^ z^ u. Ces équations 
peuvent d'abord être mises sous la forme 

' nx 
Ajoutons ces trois équations après avoir multiplié la 
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seconde par 0, la troisième par X. On a ainsi 

^'^ ^ -h(Q-+-Q'e-f-Q'''>)z-h(R + R'ô4-R"X)« 

Posons 

(2) jr-|-Ga-hXa = /, 

\, , <^x c?2 du _^dt dB d'k 

dx dx dx dx dx dz 

L'équation (i) devient 

^^M -4-(Q4-Q'Ô + Qn)a-f. (R4-R'&H-R">)£« . 
( =V4-V'e-f.V"X 

Celte équation ne renferme -z et « qu'au premier degré. 
En égalant à zéro les coefficients de ces variables , on ré- 
duira donc Féquation (3) aux suivantes : 

(4) ^-|-(P-hP'ô4-P^>)0-Q-^Q'e— Q^X = o, 

(5) ^-+-(Ph-P'ô-+-P"XU — R--R'Ô-^R"\===o, 
dx 

(6) ^-f.(p-i-P'ôH-P^x)f— V— V'Ô— V'^X=o. 
or 

Les deux premières équations ne contiennent que 6 eft X : 
elles sont du premier ordre, mais non linéaires. On ne 
sait donc pas les intégrer en général. Néanmoins, si l'en 
connaît trois intégrales particulières fli,ôf, 65 et trois va- 
leurs correspondantes Ai, Xj? Xj, on pourra déterminer les 
intégrales cherchées. En effet, pour un système de valeurs 
simultanées di et Xi, Téquation (6) qui est linéaire et du 
premier ordre donnera une intégrale correspondante ^i-, 
contenant une constante arbitraire. On aura de même 
deux autres valeurs /g et f^ correspondant aux deux autres 
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systèmes 9, et X,, 9^ et Xj. Les trois intégrales seront donc 

J -h 0,« -t- >3« = ^2, 

Les valeurs àcj^ z^ u qu^on en déduira contiendront cha- 
cune trois constantes arbitraires. 

.636. Dans le cas où les coefficients P, Q, R, P, etc., 
sont constants, les équations (4) et (5) sont satisfaites 
par les valeurs constantes de 6 et de X que détenninent les 
équations 

(8) ( P -h P'e-H P">) « — Q — Q'ô — Q"X = o, 

(9) (P -h P'O -h P"X) X — R ^ R'ô — R"X c= o. 

En portant dans la seconde équation la valeur de X urée 
de la première, on aura une équation du troisième degré 
en 6, qui fournira , en général, trois valeurs distinctes de 
cette variable, 9|, 0„ 9^, L'équation (8) étant du premier 
degré en X, fournira trois valeurs correspondantes Xj, Xj, 

L^élimination peut se faire de la manière suivante. En 
posant 

(10) P-f-P'(/-hP"À==p, 

on aura les trois équations 

IP — p-+-P'0-hP"X = o, 
Q^(Q'_p)ô-hQ"X=0, 
RH-R'ô-f-(R" — p)X = o. 

L'élimination de d et de X entre ces trois équations donne 
Téquation finale 

- R'Q"(p — P) — RP" (p — Q') - QP' (p - R") I = o. 

Soient pi, ^2, /03 les trois racines de celle équation. 
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L'équation (6) prenant la forme 

^4-pr = v-+-v'e-hV"x, 



on aura 



= f ^' [<•■+- Av-hV'G -f.V"X)/''é/xl. 



Ou en déduira, en remplaçant tour à tour p par pi, pj, p», 
trois valeurs de f, savoir /j, fj, f^ contenant chacune 
une constante arbitraire. On aura donc pour les inté- 
grales cherchées les trois équations 

AUTRE MÉTHODE. 

637. On peut suivre dans l'intégration des équations 
linéaires simultanées la même marche que dans les équa- 
tions différentielles ordinaires, c'est-à-dire ramener le cas 
général au cas plus simple où les équations proposées 
seraient privées de second membre. Nous allons effectuer 
cette réduction dans le cas où les coefficients des premiers 
membres sont constants. 

Remarquons d'abord que si l'on connaissait trois syslè- 
mes de fonctions, ( ji, ^1, i/j), (j,, <Zg, m,), ( j^, z», ms) 
satisfaisant aux équations 

i ^ +Pr-hQz4-Ra = o, 
(I) j^+P'r-hQ'z + R'« = o, 
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on y satisferait encore en posant 

u = c, «, + Ci a, 4- C3 «3, 
comme on s'eil assure par la substitution, et ]*op aurait 
les intégrales générales puisque ces formules contiennent 
trois constantes arbitraires Ci, Cg, C3. 

Cherchons maintenant à résoudre les équations (I) par 
des valeurs de la forme 

(i) xz=ze-P'', i=i^e-P', tt=ve-P^ 

p, fi^ V désignant des constantes inconnues. La substitu- 
tion de ces valeurs donnera les équations . 

!P — p-HQ/A-hRv = o, ' 
P"H-Q'V-H(R''-p)v=ro. 

L'élimination de fz et de v entre ces équations conduit à une 
équation du troisième degré en p, la même que l'on a dé- 
duite, par Télimination de et de i, des équations 

[ P — p + P'ô+P"X = o, 

(3) Q-h(Q'-p)ô4-Q">=:o, 

( R-f-R'9H-(R" — p)). =0, 

car on arriverait à ce dernier système en ajoutant les équa- 
tions (2) respectivement multipliées par 0, X et 1, et en 
déterminant et A de manière que les termes qui contien- 
nent Il et V disparaissent d'eux-mêmes. 

Les trois valeurs de étant désignées par p^t pfi p^t et 
les valeurs correspondantes de |u et de v par/x,, |la,, ^^-^ 
Tii ^25 Vs, on aura trois solutions particulières d'où Ion 
déduira la solution générale 

(4) I z=c,p,e~^»''-hC2p2e-"/'«''-|-C3pi3e-/^»^ 



u z=z (\ V, e 



>— Pi^ 4. c., v,e"~ /^>*^ -f- r:^ vjtf P'- 
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638. Prenons maintenant trois équations avec second 
membre 

(II) . |^4-p'j.4.Q'a4.R'«==y', 

Cherchons s^il est possible de satisfaire à ces équations 
par les expressions (4), mais en regardant Ci, Ct, c^ comme 
des fonctions convenables de x. On aura 

^3LP éJte ^/x 

On aurait de même -r- et -r— En substituant ces valeurs 
cur dx 

dans les équations (II), les termes qui renferment Ct, Cs» c^ 

sont nuls en vertu des équations (4)9 et il reste 

,-/..x*' + e-^.' J' 4-e-^.' p =V, 
^ dlr <tr 

d!r i/j: dx 

De ces équations on tirera les valeurs 

£/c, éiC2 <3fc, 

Xi» X»' X« étant des fonctions de jc: : d'où Ton conclura 
Pi = I ^, fitr H- C„ 

^3= / X'S^ -^^3. 
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Ces valeurs, substituées dans les formules (4)9 donneront 
les intégrales du système (II). 



MÉTHODE DE M. CAUCHY. 

639. Soil proposé d'intégrer le système 
ax 

^ -h PV + Q''^ -H R"« = F, W. 

Cherchons des fonctions Y, Z,Uqui, substituées à la 
place de y, z, ri vérifient les équations » 

[ ^-4-Pr H-Q*H-Rtt= o, 

f ^-4-P"jH-Q"z-f.R"« = o, 

et telles, que pour a: = a on ait 

Y=F{a), Z=:F,{a), U=:F,(a). 

Pour trouver des fonctions Y, Z, U qui remplissent ces 
conditions, il suffira de déterminer les constantes qui en- 
trent dans les intégrales générales du système (a). 

(3) l z =y,(.r, c„ c-„ C3), 
[ a=:çp2(j;, c,, cj, C3), 

de manière que Ton ait 

/■ F (a)==.(p (a, c„ Cs, C3), 

(4) I F,(a)=:y, (a, c„ c,, C3), 

On aura les fonctions cherchées en portant dans les équa- 
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lions (3) les valeurs de c,, Cj, Cg déduites des équa- 

lions (4)* 

640. Maintenant je dis que les équations (i) seront 
satisfaites en posant 



(5) 



7= 1 Yrfa, z= j Zrfa, u= I Vdo 
t/O *'o Jo 



En effet, d'après l'hypothèse, on aura 






grfa-fFW, 



et, en substituant dans la première des équations (i), 
F(x)= r'^é/a 4- pT^Yc/a-hQ r ZdoL 

■+• R r U</a-i-F(x). 

Celte équation est identique, car elle revient à 

r rfa ^^ H- PY 4- QZ + RU ) = o, 

et la quantité renfermée entre parenthèses est nulle par 
hypothèse. On vérifiera de même que les deux autres 
équations du système sont satisfaites. 

On a donc une solution particulière du système (i) : 
désignons-la par (jtj, ^j, w^). Mais si dans les équations (i) 
on remplace j^, «, u par y-hjij z-^Zx^ u + Ui, on 
obtiendra le système (2). Donc, en ajoutant aux valeurs (5) 
les intégrales générales [j^ z^ w), des équations privées de 
second membre, on aura intégré complètement le sys- 
tème (i). 

REMARQUE SUR LES ÉQUATIONS SU^ULTANÉES» 

641. Soient 
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deux équations simultanées du premier ordre, dans les- 
quelles y el s! désignent ^ «t — • Soient 

(a) ( -T ^ ^ ^"^^ ^' *^ 

les intégrales complètes du système (i), a et i éunt deux 
constantes arbitraires. Les équations (i) doivent devenir 
identiques quand on y remplace y et z par les valeurs (2), 
Donc si l'on pose 



(3) 






__ dy dz 
da 'da 


d'où 






du, _ d^y _ dy' 
dx dadx da 
du d'z dz' 
djb dadx da 


on aura, 


, eu différentiant par rapport à a les équations ( i ) , 


(4) 


t dî 


-h 


dî du dî dî dv 

dy dx'^ dz *"*■ dî! dx-^^' 


d¥ 




d¥ du dF d¥ d» 



dx dy dx dz dz dx 

On arriverait encore aux équations (4) en posant 

et en différentiant les équations (1) par rapport à £. Il 
suit de là que si l'on considère u et i> comme des fonctions 
inconnues, le système (4) admettra les solutions particu- 
lières (3) et (5). Donc ses intégrales générales seront (637) 

y-^ia-^^w 

(6) / 

i dz ^dz 

y-'^Ta^^'w 

A et B désignant deux constantes arbitraires. 

n. Il 



Digitized by 



Google 



COURS D ANALYSE. 



CINQUANTE ET UNIÈME LEÇON. 

intégration des équations aux différentielles partielles. — Équations qui se 
ramènent aux équations différentielles ordinaifes. — Élimination des 
fonctions arbitraires. — Équations linéaires et du premier ordre à deux 
variables indépendantes. — Cas de trois variables indépendantes. 



ÉQUATIONS QUI SE RAMENENT AUX ÉQUATIONS DIFFÉREN- 
TIELLES ORDINAIRES. 

642. Le problème qui fait l'objet du calcul inverse des 
Jîfïérences ou des différentielles partielles consiste à cher- 
cher une fonction connaissant une relation entre cette 
fonction, les variables dont elle dépend, et une ou plu- 
sieurs dérivées partielles de cette fonction, prises par rap- 
port à ces variables. 

643. Nous commencerons par un cas particulier très- 
simple, celui où l'équation donnée ne renferme que des 
dérivées relatives à une seule variable. Il faut alors trai- 
ter Téquation comme une équation différentielle ordi- 
naire , mais en ayant soin de remplacer les constantes 
arbitraires qui entrent dans l'intégrale par des fonctions 
arbitraires des autres variables. Soit, par exemple, 

du 

en regardant y comme une constante, on a, 

et en remplaçant la constante C par une fonction arbi- 
traire de y^ 

On trouvera de même que l'intégrale de l'équation . 

du 
xr — — >r au^=: o 
dy 

est y^u'z=i^{x), 

y (x) désignant une fonction arbitraire do j::. 
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644. Ce procédé peut quelquefois s'étendre à des équa- 
tions où entrent des dérivées partielles relatives à deux 
variables. Soit, par exemple, 

, . d^u du 

•^ du 

En posant — = p, on a 

dp 
^^ap=zxx, 

équation linéaire et du premier ordre qui donne 

(2) pz=tr^fL{ar)-hx jye'rdxy 

d'après la dernière formule du n** 508, la constante arbi- 
traire c étant remplacée par la fonction arbitraire y (x). 
Si maintenant on intègre l'équation (a) par rapport 
à Jt:, on aura 



= ^r jff(x)dx-h^x'e-'7 fr^-^'^r + + (r), 



^ {y) désignant une fonction arbitraire de y. Comme 
d'ailleurs 



/ 



jr^Xdjr=:—{aj^i), 



et que / ff(x) dx peut être remplacé par une fonction ar- 
bitraire X {^)^ ont ^ura définitivement 



ÉLIMINATION DES FONCTIONS ARBITRAIRES. 

€45. Si entre l'équation 

(i) F(j:, jr, c) = o, 

où c désigne une constante arbitraire, et sa diiférenlielle 

d¥ , dT ^ 
^dx^-dr=.o, 
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on élimine c, l'équation résultante 

exprime une propriété commune à toutes les équations 
que Ion obtient en donnant à c difTérentes valeurs, et, 
par suite, une propriété relative à la tangente de toutes 
les courbes représentées par Féquation (i). 

Un théorème analogue a lieu pour les équations où 
entre une fonction arbitraire de deux fonctions des 
mêmes variables. Soient, en effet, 

deux fonctions déterminées des variables x^ J-, ^S éta- 
blissons entre a et 6 une relation arbitraire 

(3) e=v(a). 

_ dz dz 

Posons -=p, -=q, 

et différentions tour à tour Téquation (3) par rapport à x 
et par rapport à y ^ nous aurons 



(4) 



dS de ,, , /da da \ 



et en éliminant la fonction cp' (a) entre ces deux équa- 
tions, nous obtiendrons une équation de la forme 

P/> 4- Q^ = V, 

P, Q, V étant des fonctions de x, yetz. 

Cette équation exprime une propriété commune à tou- 
tes les équations de la forme 

6=(p(a) 

et, par conséquent, une propriété commune au plan tan- 
gent de toutes les surfaces que ces équations représentent. 
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646. On arriverait encore à l'équation 

si les fonctions a et S étaient liées entre elles par une équa- 
tion de la forme 

(l) (p(a, 6) = o, 

En effet, on aurait, en différentiant Féquation (i) par 
rapport à x et à y, 



(=») 



dm Ida. da \ df /rfg d6 \ 
Ta\-d}:^^'')^M\di-^diP)=°^ 
) dff (da da. \ dif fdî de \ 



Ces deux équations ne renferment que le rapport des 
deux dérivées partielles -^, —• En éliminant ce rap- 
port, on retombera évidemment sur une équation de la 

forme 

Fp^qq=:y. 

647. On ramène à l'un des cas précédents Téquation 

(i) F[a:, 7, 2, y(a)] = o, 

F étant une fonction déterminée, (f (a) une fonction arbi- 
traire, et a une fonction déterminée /i (a:, j, z). En 
effet, si Ton pose 

(2) ?(a) = 6, 

on aura F (j7, /, z, 6) =: o, 

d'où résulte 

(3) 6=/,(^,j,3). 

Ainsi Téquation (2) établit une relation arbitraire entre 
deux fonctions déterminées des variables x^j et z. 

648. Soient maintenant trois fonctions de quatre varia- 
bles, x,/, z et M, savoir: 
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eij (f désigoant une fonction arbitraire, supposons que Ton 

ait Téquation 

(2) y(a, 6, 7) = o. 

Posons , pour abréger, 

du du du 

et différentions Téquatiôn (2) tour à tour par rapport 
à or, ^ et z ; nous aurons 

dff fdoL doL \ dff fdt d^ \ dff (d-i dy \ 

doL\dx du^ ) ^ d^\dy^ du^ ) di\dx du^ ) 
\da\dz'^du }'^d€\dz^du j'^ di\dz^ du ) 

L^élimination des rapports -7^ : -7^ » -^ • -r^ entre ces 
■^* da dy rfb dy 

trois équations, conduira évidemment à une équation 

aux dérivées partielles de la forme 

(4) P/>H-Q9-hRr = V. 

649. Hus généralement toute équation 

(i) <p(a, 6,. . ., X, n) = 0, 

OÙ (f désigne une fonction arbitraire et a, S,."' ^) 1^9 ^^^ 
fonctions déterminées de m 4- i variables, conduira , par 
le même procédé^ à une équation linéaire aux différen* 
tielles partielles à laquelle devront satisfaire les fonctions 
a, S,...,//, quelle que soit la fonction (f. 

650. Exemples : 

En différentiant tour à tour par rapport à j: et à y, on 
aura 
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d'où Ion conclut 



p — <l 



\ =0. 



On aura par la (Jifférentîation 

''='"^>(S)-^-"-'''(i)' 

En éliminant cp (-j et 9' ( - J entre les trois équations 

précédentes, on aura 

px -^ qX =: rnz, 

dz dz 

ou j? — — I- y ^.^-- = mz, 

dx ' ay 

On retrouve ainsi une propriété connue des fonctious 
homogènes (1,169). 

ÉQUATIONS LINÉAIKES ET DU PREMIER ORDR^: A DEUX 
VARIABLES INDÉPENDANTES. 

6M. Soit 

une équation dans laquelle P et Q désignent des fonctions 
données de x^jet z^p e% q les dérivées partielles — » 

dz ^ , , , , m ^•. 

-7- Intégrer cette équation, c est trouver une auWe équa- 
tion "^ 

(2) F{:p,jr,z}=.Oy 

telle que les valeurs de p et de y qui s'en déduisent ren- 
dent identique l'équation (i). Or nous venons de voir 
qu'on parvient à une équation telle que ( i ) lorsque deux 
fonctions 

(3) «=/(\r, 7,2), 6=:/(j:, r,*), 
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étant liées par une relation quelconque 

(4) -=t(6), 

on élimine la fonction arbitraire <f. Dès lors il est naturel 
de chercher à satisfaire à l'équation ( i ) par une équation 
de la forme (4)- 

652. Siqpposons donc que l'intégrale de l'équation 

(i) P/^-+-Q7 = R 

soit 

(2) « = ?(6), 

(X et 6 étant des fonctions inconnues de x, j", et 2. On tire 
de l'équation (a) 

da. da. ,,,Jdt dS\ 



(3) 



Il faut qu'en éliminant p ei g entre les équations ( i ) 
et (3) on retombe sur une équation identique ou qui de- 
vienne identique en ayant égard à l'équation (â). 

Si Ton ajoute les équations (3) après les avoir multi- 
pliées respectivement par P et Q, on aura 

OU bien, en a^^ant égard à Féquation (1), 

Or on satisfera identiquement à cette équation, quelle 
que soit la fonction y, en. choisissant les fonctions a et 6 
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de telle sorte que Ton ail 

^doL ^ doL ^ doL 

et ces conditions seront remplies (629) si l'on prend pour 
a et 6 les fonctions/ (x, y, ^)> /i (^, J, z) qui, égalées à 
des constantes, donnent les intégrales des équations si- 
multanées 

dx dj . dz 

"F ~ "Q ~ R ' 

D'ailleurs , toute intégrale 

(6) Y{x, y,z)=^o 

de l'équation (i) peut être mise sous la forme (2). En 
effet, on tire de l'équation (6) 

dx ' ds dx ' dz 

et ces valeurs étant portées dans l'équation (i) qu'elles 
doivent rendre identique, puisque F= o est une inté- 
grale, on aura 

dF ^dV ^dF 

d'où Ion conclut (632) que F est une fonction de a et de.6 . 
Donc l'équation (6) équivaut à une relation, a= fJê), 
entre ces deux fonctions. r • 

Delà résulte que non-seulement l'équation (2) .f* 

a=:y(6), 

dans laquelle a et 6 désignent des fonctions qui remplis- 
sent les conditions (5) et y une fonction arbitraire, satis- 
fait à l'équation (i), mais encore que c'est l'équation la 
plus généralelfui résolve le problème. 
On arrive aônv h cette conclusion : 



Digitized by 



Google 



170 ^ couii» d'asaly^e. 

sont les intégrales rlu système 

dx dy dz 

et si fon pose 

r intégrale de F équation 
sera 

© désignant une fonction arbitraire. 
653. On satisferait encore à Fequation 

on posant 



ou bien 



^ doL _ û?a ^ doL 






Mais ces nouvelles solutions, n'établissant pas en géné- 
ral de relation entre les fonctions a et 6, ne rentrent pas 
dans l'intégrale 

et constituent le plus souvent des solutions singulières. 

654. On doit remarquer que l'intégrale « = y (S) con- 
viendrait encore aux équations 
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dont riniégralion dépend du même système d'équations 
simultanées 

dx dy dz 

T "" Q" ~ R ' 

655. Exemples : 

1°. X/?— jr^= O. 

Il faut chercher les intégrales des équations 

ûte ^^ dy dz 

X r ^* o 

qui sont 

z =: c, xjr 5=; c\ 

Donc Téquation proposée est satisfaite par 

z = <p {xy) , 

tf désignant une fonction îirbitraire. 

2". px"^ — qxy = — y"^. 

Il faut intégrer les équations 

fl[^_ dy dx dz 

X* xy x^ j^ * 

La première revient à 

dx dy 

— == 5 d où 6=:j?r. 

X y 



La seconde revient 


à 






dx__ 


x^dz 
6» 


On en conclut 


z=^6^X-'H-a, 


d'où 


a = 2 


y' 

Zx 


Donc rintégrale 


cherchée 


est 






= ? (^j) , 



y désignant une fonction arbitraire. 
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3». 


p—q = 0. 


Solution. 


« = ?(^-+-r). 


4-- 


py—qx = o. 


Solution. ' 


z = y(.r»-hr'). 



ÉQUATIONS QUI RENFERMENT LES DÉRIVÉES d'uNE FONCTION 
DE TROIS VARIABLES INDÉPENDANTES. 

656. La méthode suivie dans le cas de deux variables 
indépendantes s'étend facilement au cas d'un nombre 
quelconque de variables. Nous examinerons seulement le 
cas d'une équation du premier ordre renfermant les déri- 
vées d'une fonction de trois variables indépendantes. 

657. Soit proposé d'intégrer l'équation 

(i) P/>4-QyH-Rr = V 

dans laquelle P, Q, R, V sont des fonctions de quatre va- 
riables o:, y^ z^ M, et p^ q^ r désignent les dérivées par- 
tielles de M, considérée comme fonction de x, ;^, z, savoir 



du 



du 



P=Tx' "^^dP' 



du 
dl' 



Posons 



(^) 



' a=/(.r, /, z, tt), 
6 =/ (X, jr, Z, u), 



/, /iî fi étant des fonctions inconnues de x^y, z, u. 
Soit 

(3) « = t{6,7) 

l'intégrale de l'équation (i). 
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On tire de réquadon (3) 

da. dùL d(f /d^ dQ \ d^ / dy ^7 \ 

di'^d^^'^déx'di'^dû^) '^ Ti\di'^ di^ y 

,,^ 1 da. da, do [ d^ dt \ do Id-i dy \ 

da da do / d^ d^ \ É?«p /fl?7 d-f \ 

dz du d^ \dz du ) dy \dz du ) 

Ajoutons ces équations, après les avoir respectivement 
multipliées par P, Q, R. Il en résultera , en ayant égard 
à l'équation (i), 

dx dy dz du 

dy \ dx dy dz du) 

Or cette équation sera satisfaite, quels que soient -^ et 

^> et, par conséquent, quelle que soit la fonction y, si 

Ton prend les fonctions inconnues «, S, y, de telle sorte 
que 

(6) a==c, 6 = c', 7 = c" 

soient les intégrales du système 

dx dy dz du 

puisque les trois fonctions (6) rendent identique l'équation 

P— O^^ R— V— — 
dx dy dz du 

Dès lors a, S, y étant ainsi déterminées et y désignant 
une fonction arbitraire, l'équation (3) sera l'intégrale do 
l'équation proposée (i). 
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On prouvera, d'ailleurs, qu'on a là solution la plus 
générale du problème proposé en faisant voir, comme au 
n** 652, que toute intégrale de l'équation (i) équivaut à 
une relation entre les fonctions oc, ê, y. j 

6B8. On remarquera, comme dans le cas de trois varia- 
bles (654), que la résolution du système (6) fournira l'in- 
tégrale des équations suivantes 

dz dz dz> 

doc dy du 

dx dz du ^ 

dx dx dx 

dy dz du 

659. Exemple : 
^ . du du du 

Il faut d'abord intégrer le système 

dx dy dz du 



d'où Ton déduit 



r^,, -_^,,, ii^,., 

X ' X ' x^ ' 



et, par suite, 

c'ést-à-direque u est une fonctioti homogène et du degré m, 
des variables a:, ^, z, L'équalion (i) exprime, en effet, 
une propriété connue des fonctions homogènes (I, 169). 
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CINQUANTE-DEUXIÈME LEÇON. 

AppUcmti9n de la thé0rie des équations auat d/jfféreniielles partielles. — 
Surfaces cylindriques, — coniques, — conoïdesi — Surfaces de réyo- 
lutîon. — Lignes de niveau , — de plus grande pente. 



SURFAGBS CYLINDRIQUES. 

660. On appelle surface cylindrique^ toute surface 
engendrée par une droite indéfinie MIV qui se meut pa- 
rallèlement à une droite donnée OD, en s'appuyant con- 
stamment sur une courbe donnée AB, nommée direc^ 
trice. 

Soient 

(*•=« + «' 

les équations de la génératrice MN : a et i sont des coef- 
ficients constants qui expriment que MN est parallèle à 
OD; a et ê sont des paramètres 
variables avec la position de la 
génératrice. Soient 




les équations de la directrice AB. 

On exprimera que cette courbe 
et la génératrice se rencontrent, en éliminant x^ y et z 
entre les équations (i) et (a). Si 

(3) (p(a,6)=o 

est le résultat de cette élimination, il faudra pour avoir 
Téquation de la surface cylindrique éliminer a et ê entre 
les équations (i) et (3), ce qui donne 

<p (x — «z, jr — ^a ) = o, 
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OU 

(4) r — 6z = *(x — az), 
4> désignant une fonction quelconque. 

661 • Réciproquement toute surface dont Féquation a la 
forme (4) est cylindrique, car celle surface contient les 
droites parallèles qui ont pour équations 

j: — ûz = a, 
r— ^2 = 6, 

les constantes a et 6 satisfaisant à l'équation ë-=^(^a), 

662. Pour avoir Féquation aux différentielles partielles 
des surfaces cylindriques, on différentiera l'équation (4) 
tour à tour par rapport à j: et à j^ : en posant 

dz dz 

on aura 

— bp=z<t>' [x — az)(i —ap), 

1 — bq = — O' (x — az) X aq, 
d'où résulte 

(5) ap-\- bq= i, 

663. Cette équation exprime que le plan tangent à la 
surface est toujours parallèle aux génératrices. 

En effet, le plan tangent en un point quelconque x^y^z 
de la surface a pour équation 

et la condition pour que ce plan soit parallèle a la droite 

x = azy jr=zbz^ 
est, comme Ton sait, 

ap^ bq =: l » 

664. Pour intégrer l'équation des surfaces cylindri- 
ques, 

ap -h bq = i , 
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il faut d'abord intégrer le système 

djc dy 
a b *^' 

ce qui donne 

X — fiz =r c , 

y — bz :^ c' \ 

par conséquent l'équation 9 (x — az^ y — bz) = o, ou 

X — ûz = 4» (/ — ^3) , 

est l'intégrale cherchée. 

665. La fonction arbitraire 4>, qui entre dans l'inté- 
grale générale, peut être déterminée par diverses condi- 
tions. 

Si, par exemple, on veut que la sarface cylindrique 
passe par une courbe donnée 

(i) F('^,J>2)=o, F,(x, /,2)=:0, 

on fera 

{2) X — ûz = a, y — bz = ^. 

Les équations (1) et (2) doivent être satisfaites par les 
mêmes valeurs de x, y, -z, pour que tous les points de la 
courbe soient sur la surface. En éliminant x,y, z entre 
ces quatre équations, on trouvera une relation telle que 
9 (a. S) = o, d où 6 = 4> (a) 5 on aura donc par ce calcul 
la forme particulière de la fonction 4>. 

666. Si la surface cylindrique doit être circonscrite 
à une surface donnée 

(i) F(j:,j, z) = o, 

ou commencera par déterminer la courbe de contact , ce 
qui ramènera le nouveau problème au précédent. Or (1) 
est déjà une des équations de cette courbe. On obtiendra 
une seconde équation en exprimant que la surface donnée 
et le cylindre ont le même plan tangent en tous les points 
de cette courbe. 

II. 12 
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Le plan tangent à la surface (i) a pour équation 



g,X-.,.f,V_.,.^(.-., = o. 



L'équation du plan langeiit au cylindre est 

Z — 8=/>(X — a:)-4-9(Y — r)î 

on aura donc 

dF dF 



dx 
P^^dF' 



n- "^y 

^-"W 



dz dz 

En portant ces valeurs dans Téquation 
ap -^bq = \ ^ 



on aura 




(2) 


^dF ^dF ^F_^ 
dœ dy dz 



Les équations (i) et (2) déterminent complètement la 
courbe de contact. 



SURFACES CONIQUES. 

667. On appelle surface conique une surface engen- 
drée par une droite indéfinie KN, qui passe par un point 
fixe K et rencontre constamment une courbe donnée 
ANB. 

Soient a^b^c les coordonnées du point K. La généra- 



Fig, 117. 




(0 



tri ce KN sera représentée, dans 
une de ses positions, par les 
équations 

X — 0-=! cx.[z — c) , 

a et 6 étant deux paramètres qui 
varient avec la position de la 
génératrice. Pour trouver la re- 
lation qui existe entre ces paramètres, on éliminera r, / 



Digitized by 



Google 



ClNQUANtE-DEUXIÈME LEÇON. I79 

et z entre les équations (i) et les équations 

(2) F(x,^,a) = o, F;(x,j, 3) = o, 

qui représentent la directrice ANB. On obtiendra ainsi 
une relation 

(3) <p(a,6) = o, 

et si ensuite on élimine a et 6 entre (i) et (3), on aura 

(4) Z^^J'-^], 

z — c \z — c / 

équation générale, en quantités finies ^ des surfaces coni- 
ques. 

668. L^équation (4), différentiée par rapport à x et ày, 
donne 

(2^cy - \z-c)l {z-^cy y 

En éliminant 4>' ( | entre ces équations, on «aura 

(/— à)p __ Z--C — (jT — g)/? 

OU 

(5) z -^ c =1 {x -- a) p -^ {y — h)q , 

équation aux différences partielles des surfaces coniques. 

669. Pour intégrer directement l'équation (5), on ré- 
soudra le système 

dx dy dz 

X — a y — h z — c 

qui a pour intégrales 

X — a Y — b 

= c, z ^ = C', 
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d'où Ton conclut 

z — c \z — cj 

c'est-à-dire Téquation (4). La fonction arbitraire 4> sera 
déterminée par la condition que la surface conique pas*se 
par une courbe donnée ou soit tangente à une surface 
donnée. La marche à suivre pour résoudre ces problèmes 
est indiquée aux n°' 665 et 666. 

SURFACES CONOÏDES. 

670. On appelle surface conoïde toute surface engen- 
drée par une droite qui est toujours parallèle à un plan 
donné, nommé plan directeur, et assujettie à rencontrer 
une droite et une courbe données. 

Prenons pour plan des xy un plan parallèle au plan 
directeur, et pour axe des z la di- 
rectrice rectiligne. 
Soient 




les équations de la directrice cur- 
viligne AB. 
Les équations de la génératrice MN seront 

(a) z = a, ^ = 6»:, 

et si l'on élimine a:, y, z entre les quatre équations (i) 
et (a), on aura une certaine équation 

(3) f(a,6) = o 

exprimant que la génératrice rencontre la directrice AB. 
Si donc on élimine a et 6 entre les équations (a) et (3), 

on aura tp f z, ~ J = o, ou 

(4) . = *(J): 
c'est l'équation cherchée. 
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671. Eu différeutiant réquation (4), on aura 



iHï 



—^■m- 
=*■©? 



d'où Ton conclut 

(5) ^x-h7/=o, 

équation aux différences partiel/es des surfaces conoïdes. 
Cette équation exprime que le plan tangent en un point 
quelconque contient la génératrice correspondante. En 
effet, si dans Téquation du plan tangent 

Z-z = ,?(X~x)-|-7(Y-/) 

on fait X = o, Y = o, on a 

Z — z = — px — qjr z=z o. 

Le plan tangent rencontre donc Taxe des z au même point 
que la génératrice KM, et, par suite, il contient cette 
droite avec laquelle il a déjà le point M commun. 

SURFACES DE RÉVOLUTION. 

672. Les surfaces de révolution sont celles que Ton 
obtient en faisant tourner une certaine courbe autour 
d'une droite fixe. 

Pour plus de simplicité prenons Torigine sur FaxeOD. 



Fig. 119. 



Soit A MB la courbe géné- 
ratrice. Dans le mouvement 
de cette ligne chacun de ses 
points décrit un cercle et 
Ton peut considérer la sur- 
face de révolution comme 
le lieu des circonférences de 
cercle qui ont leur centre 
sur l'axe, leur plan perpendiculaire à cet axe et qui ren- 
contrent la courbe AB^ 
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Soient 

a b 

(i) x = -z, r = -2 

^ ' ce 

les équations de I4 droite OD et 

j:' 4- r' h- 2' = a, 



(2) 

( ax -f- by -f- cz = 6, 

les équations du cercle mobile, considéré comme rinter-r 
section d'une sphère ayant son centre au point O et d un 
plan perpendiculaire à l'axe OD. 
Soient 

jF(.,^,3) = o, 

^ ^ l F.(x,/, z) = o, 

les équations de la courbe AB. En exprimant que le cercle 
et la courbe se rencontrent, on parviendra à une certaine 
relation 

(4) ?(*, 6) = o, 

et si l'on élimine ensuite a et 6 entre les équations (2) 
et (4)9 on aura 

y ( ar^ -h j ' -+- z% aa: -{- by -\- cz) z=z o 
OU 

(5) ax -^ bj •+-C3 = 4>(:p'-H j''4-z'), 

équation générale, en quantités finies^ des surfaces de 
révolution . 

673. Pour obtenir l'équation aux différences partielles 
on différenliera l'équation (5). On aura 

a -^ cp-=zi 4>'(.r2 4- j»-|- z^){x -4- 2/?], 
è -h c^ = 2 0'{:c'-h7'4- 2^^(74- zq), 
d'où, en éliminant la fonction ^', 

a -\-cp X '■\- zp 



b -{-cq X -hzq 

ou 

(6) (cf — bz)p-h{oz — cx)qz=bx — ajr. 
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équation aux différences partielles des surfaces de révo- 
lution. 

674. Cette équation exprime que toutes les normales 
d'une surface de révolution rencontrent Taxe. 

En effet, s! Ton élimine X, Y, Z entre les équaticMis 
de la normale 



(7) 


Ivl 


'.v-h p{Z ■ 


-z) = 


o» 


et les 


équations de Y 


axe 






(8) 


X: 


=:-z, Y 


=^. 





on retrouve précisémenrl'équation (6). 

675. Pour intégrer Téquation 

(i) (^cy — bz)p -h {az — ex) q = bx ^ af ^ 

il faut commencer par intégrer les équations simulta- 
nées 

dx dy dz 



cjr — bz az — ex bx — ay 

Or, si Ton représente par dt la valeur commune de ces^ 
trois rapports, ces équations reviennent aux suivantes : 

[ dx =z (cy — bz) dt, 

(2) < dy •= (az — cx)dt, 

[ dz = (bx — ay) dt. 

En ajoutant ces équations multipliées respectivement 
para:, y, >s, on trouve 

xdx -f- ydy H- zdz = o , 
d'où .r« 4- ^» -4- z^ == C. 

Ensuite si Ton ajoute les mêmes équations respective- 
ment multipliées par a, è, c, on a 

adx 4- bdy + cdz = o , 
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Donc rîntëgrale générale de l'équation (i) sera 

(3) ax -h by -\-cz = 4>(j:' -!- j' -f- z'). 

676. Les équations (i) et (3) prennent une forme plus 
simple quand OD est Taxe des z. Elles se réduisent à 

pjr — ^.r == o . 
On pourrait les trouver directement. 

DES LIGIîES DE NIVEAU ET DES LiaNES DE PLUS GBANDE 
PENTE. 

677. Soit une surface ^ 

2=/(-a:, r) 
rapportée à trois axes de coordonnées rectangulaires et 
supposons le plan des xy horizontal. On appelle lignes 
de nweau les sections de cette surface faites par des plans 
horizontaux. Une ligne de niveau aura donc pour équa- 
tions 

z=zh, f[.T., y) — h, 

h désignant une constante. On tire de la seconde équation 

df- àf^dy _ 
dr. ' dy dx 

dy p 

OU ~ = — - 9 

dx q 

et cette relation entre les dérivées partielles p el q aura 
lieu quel que soit A. Elle exprime que la tangente à la ligne 
de niveau, en un point M de la surface, est parallèle à la 
trace horizontale du plan tangent mené à la surface par 
ce point. 

Si l'équation de la surface était F(.r, y, z) = o, on 
obtiendrait Téquation différentielle des lignes de niveau 
en éliminant h entre les équations 

_,, ,, dF d? dy 

F(j:, j,// =0, _ -I- — .-i = o. 
dx dy de 
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678. On appelle ligne de plus grande pente d'une 
surface une courbe qui, en chacun de ses points, a pour 
tangente celle des tangentes à la surface, en ce même 
point, qui fait le plus, grand angle avec le plan horizontal. 
Qnand la surface est plane, la ligne de plus grande pente 
est une droite perpendiculaire à la trace horizontale du 
plan. Dans le cas général , la tangente à la ligne de plus 
grande pente, en un point M de la surface , doit donc être 
perpendiculaire à la trace horizontale du plan langent au 
point M. Par conséquent, la projection horizontale de 
celte tangente sera aussi perpendiculaire à la trace du plan 
langent. 

Or le plan tangent au point M (x, j^, z) a pour équa- 
tion • 

Z — 2 = /^ (X — jr) -+- 7 ( Y — r ), 

sa trace aura donc pour équations 

Z = o, -z = y7(X — x)H-^{Y-r). 

Donc le coefficient angulaire de celte trace est — -• Celui 

7 

de la projeclion de la courbe de niveau est -y On aura 

(I.r 

donc 

dx p 
on pdy = qd.T, 

équation différentielle qui représente la projection, sur le 
plan horizontal, de toutes les courbes de niveau. 

675). La tangente à la courbe de plus grande pente qui . 
passe par le point M étant perpendiculaire à la trace hori- 
zontale du plan tangent, est aussi perpendiculaire à la 
tangente menée à la courbe de niveau par le point M; de 
sorte qu'ii/ie ligne de plus grande pente coupe à angle 
droit toutes les lignes de niueauy et réciproquement toute 
courbe qui jouit de cette propriété est une ligne de plus 
grande pente» 
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Il résulte de là que dans une surface de révolution dont 
Taxe est perpendiculaire au plan des ocy^ tous les méri- 
diens sont des lignes de plus grande pente, puisqu'ils cou- 
pent à angle droit les parallèles qui sont évidemment des 
courbes de niveau. 

680. Appliquons les théories précédentes à rdlipsoïde 

Les lignes de niveau seront représentées par les équa- 
tions 

elles ont donc pour projections,' sur le plan des xj*, des 
ellipses semblables à l'ellipse principale qui est située dans 
ce plan. 

Pour obtenir les lignes de plus grande pente, il faut in- 
tégrer l'équation 

(0 pdy =z qdx. 

Mais ici on a 

c'^x c-y 

^=-^' i=-Wz 

. En substituant dans l'équation (i) et simplifiant, on 
aura 

xdy ydx 

équation dans laquelle les variables se séparent immédia- 
tement. On a 

,dr , dx 
y X 

d'où 

(3) y^''={yxY\ 

y est une constante qu'on détermine en exprimant que 
la courbe cherchée passe par un point donné. Par exem- 
ple, si Ton veut avoir la ligne de plus grande pente qui 



Digitized by 



Google 



CINQUANTE-DEUXIÈME LEÇON. 1 87 

passe par le point dont les coordonnées sont 

X=«, jrz=0, Z=0, 

on aura , en substituant dans Téquation (3), 

d'où y = o. Donc 

est l'équation de la projection horizontale de la ligne 
cherchée: en d'autres termes, la ligne de plus grande 
pente est l'ellipse principale située dans le plan des zx. 
Il est évident, en effet, que cette ellipse coupe à angle 
dioit toutes les courbes de niveau. La même chose peut se 
dire de l'intersection de la surface par le plan des zy. 

681. Si Ton cherchait la courbe de niveau passant par 
le sommet situé sur l'axe des z^ l'équation (3) se rédui- 
rait pour ce point à 

= 0, 

et ne déterminerait pas y. Et cela doit être, car en ce 
point le plan tangent à la surface est horizontal, et la 
courbe de niveau se réduit à un point. Toute droite pas- 
sant par ce sommet et située dans le plan tangent peut être 
considérée comme tangente à une ligne de plus grande 
pente. 
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CINQUANTE-TROISIÈME LEÇON. 

Questions if mi conduisent à des équations aux différences partielles ^un ordre 
supérieur au premier. — Surfaces développables. — Intégration deTéqua- 
tion des surfaces développables. — Surfaces réglées. — Ëqualton de la 
corde vibrante. 



DES SURFACES DÉYELOPP ARLES. 

682. On nomme surfaces développables celles qui 
étant supposées flexibles et inextensibles peuvent s'appli- 
quer sur un plan sans déchirure ni duplicature. Telles 
sont les surfaces cylindriques et les surfaces coniques. 

Toute surface développable peut être considérée comme 
étant Je lieu des tangentes à une certaine courbe, nommée 
arête de rebroussement de la surface. Il n'y a d'exception 
que pour le cône, ou Tarête de rebroussement se réduit à 
un point, et pour le cylindre, où cette courbe passe à Fin- 
fini ; mais comme nous avons déjà examiné ces cas parti- 
culiers, nous en ferons abstraction dans ce qui suit. 

683. Soient 

(,) ^=/(^), .r=?(^), 

k*s équations de T arête de rebroussement. Les équations 

de sa tangente en un point (a, 6, y) seront 

^-/{7)=/'(7)(^-7), 



(2) . 

( r — ?(7) = ?'(7)(z — 7)- 

En éliminant 7 entre ces équation?., on aura l'équation 
de la surface développable. Mais au lieu d'opérer celte 
élimination qui ne peut se faire qu'en particularisant la 
forme des fonctions /*et 9, nous allons chercher une équa- 
tion aux dérivées partielles, indépendante de ces fonctions, 
et qui exprimera une propriété commune à toutes les 
surfaces développables. 
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684. Les équations (2) déterminent z et y quand x et 
y sont connus. On peut donc considérer zely comme des 
fonctions de x et de Y' ^^ diâerentiant ces équations par 
rapport kxelky^on aura 

.-r(7)S=/'(7)(/'-g)-/'{7)(^-7)^^ 

-/'(7)|=/'(7)(.-g)+/"(7)(-7),!^. 

-.'(7)g = .'(7)(p-i^) + ,"(7)(3-7)S' 

-i''W^=?'(y)(î-J)+?"(7){«-7)^. 

ou bien, en simplifiant, 

*=pf{i)-^r{i).{z-t)'^. 



(3) 



(4) 



o = 7/'(7)+/"(v)('-7)^' 
o=/'ç'(7)H-?"(7){^-7)^' 

dy 



= 9?'(7) + ?"(7)(*-7) 



Or on peut éliminer entre ces quatre équations 
(iP — y) -~> (z — 7) ^ *^' 7î ^^ ^' restera une relation 

entre p et 9, 

(5) p=zvs[q\ 

équation du pi^niier ordre qui convient à toutes les sur- 
faces développables, mais dans laquelle il entre encore 
une fonction arbitraire. 

685. Ce résultat s'accorde avec ce que nous avons 
trouvé pour les surfaces cylindriques dont Téquation aux 
différences partielles est 

ap -{- bq = i , 
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Il semble qu'il y ait exception pour les surfaces coni- 
ques dont l'équation aux différences partielles est 

(x—a)p+{y^ b)q =::z — c; 

mais si Ton prend Téquation en quantités finies 

on voit que z — c étant une fonction homogène du pre- 
*mier degré dey — i et de a: — a^ p et g seront des fonc- 
tions homogènes et du degré o des mêmes différences 
(1, 169); on aura donc 

et en éliminant on obtiendra une relation entre » et 

X — a 

q. Cette relation dépendra de la fonction f, tandis que dans 

le cylindre la relation entre ^ et qf ne dépend que des 

constantes qui définissent la direction des génératrices. 

686. L'élimination indiquée au numéro précédent peut 
se faire comme il suit. En ajoutant la première et la troi- 
sième équation du système (4), respectivement multipliées 
par y" (y) et — /" (7), on aura 

(5) ?"(7) = ;'[/'{7)?"(7)-t'(7)/'(7)]- 

La seconde et la quatrième équation traitées de la 
même manière, donnent 

(6) /"(7) = î[?'(7)/''(7)-/'(7)?'(7)]- 

Il ne restera donc plus qu'à éliminer y entre les deux 
dernières équations. 

687. Soit 

(7) /> = "(?) 
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l'équation aux dérivées partielles et du premier ordre, 
résultant de rélimiiiation précédente. Posons 

dp d^z 

dp dq d^z 

dy dx dxdy ' 

dq __ dH __ 
dy dy' 

En dîfférentiant Féquatîon (7), nous aurons 

r=ts' {q)s, 
s=m'{q)t, 

d'où, en éliminant o' (y), 

(8) s^^rt^o, 

équation qui ne renferme aucune trace des fonctions par- 
ticulières/et ip. C'est Féquation aux dérivées partielles 
et du second ordre des surfaces développables. 

INTÉGRATION DE l'ÉQUATION AUX DIFFÉRENCES PARTIELLES 
DES SURFACES DÉVELOPPABLES. 

688. Puisque 5 = --- = -^î l'équation 

(i) 5- — rt = o 

revient à la suivante 

dy dx dx dy 

De là résulte que les différentielles partielles des fonc- 
tions p et g sont proportionnelles, et, par suite, que 
leurs différentielles totales sont en même temps ou nulles 
ou différentes de zéro. Donc p etq sont ou variables tou- 
tes les deux ou constantes toutes les deux , ce qui revient 
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à dire que p est uoe certaine fonction de r/. Soit 

(3) /> = fj(^): 

on aura -f- = ci'{fl)--i; 

fix ^^ ^ dx 

elq tlp 
mais ---=—-: 

€ix dy 

donc 

(4) |=-'(«)|. . 

équation linéaire par rapport à p. Pour l'intégrer, il faut 
résoudre le système 

, dy do 

dx "^r. rrr — t 

xs\q) O 

dont les intégrales sont 

xfs' ((/)-^y = c\ 
U intégrale de Téquation (i) est donc 

(5) • 4:n'(<7)H-r = F(/>), 

F désignant une fonction arbitraire, ou bien, à cause de 
Téquation (4)9 

xdp-hydq=zF(p)dq. 

Mais xdp + jrdq est la différentielle de px -+- çj — z. 
Donc 

(6) px-^qy--Z=z J¥(p)dq, 

En éliminant p elq entre les équations (3), (4) et (5), 
on aura l'équation de la surface, 

(7) x(^>r>^) = o» 

qui renfermera deux fonctions arbitraires. 

689. Démontrons maintenant que Téquation 
(i) j*— /•r=o 

ne convient qu'aux surfaces développables. 
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Soient 

(2) p = m{q) 

Téquation aux différences partielles du premier ordre qui 
résulte d'une première intégration, et 

(3) '^[x,y,z) = o 

Téquation obtenue en intégrant une seconde fois. Pour 
démontrer que la surface qu'elle représente est dévelop- 
pable, il faut faire voir qu'on peut la considérer comme 
le lieu des tangentes à une certaine courbe : 

(4) ^=^'/(2), r = <p(z). ■ 

Or a, 6, y étant les coordonnées d'un point de cette 
courbe, on a vu (686) qu'on obtenait une relation entre 
p el/jf en éliminant y entre les deux équations 

(5x I ?"(7)=y[/'(7)T"(7)-?'(v)/"(7)]. 

i/''(7)='?[l''(7)/"{7)-/'(7)?''(7)]- 

Pour que la surface développable dont l'arête de re- 
broussement est la courbe (4) coïncide avec la surface (3), 
il faut que cette élimination conduise à ï'équalîon (2); 
par conséquent, on devra obtenir une identité si Ton 
porte dans l'équation (2) les valeurs de p et de ^ tirées 
des équations (5), et l'on aura ainsi une première rela- 
tion 

(6) F[/'(7), /"(7), ?'(7). t"(7)] = o 

entre les fonctions/* et <p. On en obtiendra une seconde 

(7) X[7> /(v)» ?(7)] = o 

en exprimant que la courbe (4) est sur la surface (3). 
Les équations (6) et (7) font connaître f(y) et cp(y). 
L'arête de rebroussement est donc complètement détermi- 
née, d'où résulte que Téquation (3) représente bien une 
surface développable, 

II. i3 
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DES SURFACES RÉGLÉES. 

690. Les surfaces développables sont un cas particulier 
des surfaces réglées, c'est-à-dire de celles qui s'engen- 
drent par le mouvement d'une ligne droite. On nomme 
surface g'aficAe toute surface réglée qui n'est pas dévelop* 
pable. 

Soient 

les équations d'une droite : si a, A, a, 6 sont des fonc- 
tions d'une même indéterminée y, en faisant varier y 
d'une manière continue, la droite (i) se déplacera succes- 
sivement dans l'espace et engendrera une surface réglée. 
Il est clair qu'on aurait l'équation de la surface en éli- 
minant y entre les deux équations (i). 

Les quatre paramètres variables a, i, a, 6 étant des 
fonctions d'une même indéterminée , on peut considérer 
trois d'entre eux comme fonctions du quatrième. On peut 
même considérer a, &, a, 6 comme des fonctions de x et 
dey. Car si l'on élimine z entre les deux équations (i), 
on aura une relation entre jc, y et les paramètres a, fe, a, 
6 qui sont des fonctions de y. On peut donc dire que y, et, • 
par suite, û, i, a, 6 sont des fonctions de x et dey. 

691 . DîflFérentions l'équation 

.r = flz -f- a 

tour à tour par rapport k x eth y, en regardant a et a 
comme des fonctions de ces deux variables : nous aurons 

, . da da 

(2) , = «^ + ,_ + _, 

, ^ , da da. 

(3) o=.«ç+.-+-. 
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Ajoutons ces équations respectivement multipliées par — 

da , 

et — — -: en observant que 

da, da dsida 

dx df dy dx * 

puisque a est fonction de a (692), nous aurons 

On aurait de même, en diffërentiant l'équation 

... db .( db db\ 

db db , j^ , da da 

ou, puisque ;r-et ;t- sont proportionnelles a j- ©t ;t-» 

,^, ila , ( da da\ 

o* • /1* • 1 da da , 

01 maintenant on élimine le rapport — ; — entre les 

équations (4) et (6), mises sous la forme 

da , , da 

-bp+[i-b,,)- = o, 



on aura 



ou 



(l — ap) (i — bq) — <i6;7y = o, 



(7) ap-^bq = i, 

équation différentielle du premier ordre , renfermant seu- 
lement deux fonctions de l'indéterminée y. En ayant 
égard à cette relation, les équations (4) et (5) peuvent 
s'écrire 

(8) 

(9) 

i3. 



b 


da 
dy 


da 
dx 


= o, 


b 


db 
dy 


db 
dx 


= o. 
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692. Dans ce qui précède , nous nous sommes appuyé 
sur la proportionnalité des dérivées partielles de a et de a. 
On peut rétablir comme il suit. 

Soit 

« = ?(7)» 

da da dy ^ dy 

, dx' dy dx' dy 

On trouverai 1^ de même 

doL doL rfy <5^7 
dx' dy dx* dy'* 

- da da da. dcn 

dx dy dx' dy 

693. Cherchons maintenant l'équation aux différeaces 
partielles du second ordre. En difïérentiant tour à tour 
l'équation 

ap -\'bq ^=.\ 

par rapport à x et à j^, nous aurons 



ar 


+ 


da 
bs^p- 


db 


o, 


as 


•+• 


da 
"^ dy 


db 


:0. 



En ajoutant ces équations multipliées, la première par û, 
la seconde par i, et en ayant égard aux équations (8) et 
(9), nous aurons 

tf V -4- 2 abs 4- ^' f =r o, 

a 
ou , en posant t = c, 

(10) c'r+ 2cj-|-? = o, 

équation du second ordre ne renfermant plus qu'une seule 
fonction arbitraire c, qu'on éliminera par le procédé du 
n° 639. Nous nous contentons d'indiquer ce dernier cal- 
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cul, qui couduiraît à une équalioii du troisième ordre. 

ÉQUATIOir DE LA CORD^ VIBRANTE. 

694. On démontre en Mécanique que le mouvement 
des différents points d'une corde vibrante, fixée à ses 
deux extrémités, est représenté par l'équation aux dérivées 

partielles du second ordre 

d'il (Pu 

MP = /i, AP=a: sont les coor- 
données rectangulaires d'un point quelconque de la corde, 
l'origine étant prise à l'extrémité A; enfin y désigne le 
temps. 

Pour intégrer Téquation (i), prenons deux nouvelles 
variables a et 6, liées aux variables x el y par les équa- 
tions 

(2) oc ^=: X -^ ay j 6 = j7 — ay , 

Si de ces équations on tirait les valeurs de a: et de j^ en 
a et S et qu'on les portât dans la fonction cherchée 1/, 
cette dernière deviendrait une fonction explicite de a et 
de 6. On peut donc considérer u comme une fonction de 
a et de 6. On aura alors, à cause des équations (2), 

({u du du 
dx dcL d^ 

d'u d^u d'u d^u 

On trouverait de jnème, 

5P"~^ \dZ^ '^dld^'^d^y 

En portant ces valeurs dans Téqualîon (1), on aura, 
après les réductions 
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Cette équation est facile à intégrer. Elle peut s'écrire : 
du 



= 0, 



donc — ne dépend pas de a, et l'on a 



^=.(6), 



u = f. 



I 



ts désignant une fonction arbitraire. On en déduit 

tj(6)rf6-hç(a), 

et par conséquent, en représentant par ^ {S) l'intégrale 
u (G) dS^ \^ désignant encore une fonction arbitraire, 
on aura 

c'est-à-dire 

(4) Il =r (p (:r -+. or ) -h 4* (^ — «►jr). 

Telle est l'intégrale générale de l'équation (i) 5 on peu! 
d'ailleurs la vérifier par la difierentiation. On trouve : 

g = 7" (^ + ay) H- r {x^ ay), 

Ob a donc bien 

d^u _ , d^u 

695. L'intégrale générale contient deux fonctions ar- 
bitraires y et tp qui se déterminent par deux conditions 
distinctes. Ordinairement on suppose connues l'ordonnée 

M et sa dérivée— pour tous les points delà corde, à l'ori- 
gine du temps, c'est-à-dire pour j = o. Alors u et la vi- 
tesse verticale — de chaque point sont des fonctions don- 
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nées de x. Posons 

u =/(x), — =/, {x\ pour ^ = o. 

On aura, en faisant^ = o dans Téquation (4) et dans sa 
dérivée 

De cette dernière on déduit 

<p [x) ^^{x)=l Çf, [x)djC'^-Q=¥[x) -f. C, 

F (x) étant une fonction connue et C une constante arbi- 
traire. Par conséquent on a 

,K*) = i[/(x)-F(x)-c]; 
on aura donc 

a = ^ \f{x-\'ay)'\-f[x^ax)'h'S[x^ay) — F(.r — ay) • 

La valeur de u est complètement déterminée. Comme on 
devait s^y attendre, la constante C, introduite dans le 
cours du calcul, a disparu d'elle-même. 
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CINQUANTE-QUATRIÈME LEÇON. 

Courbure des surfaces, — Courbure d*uDe ligne située sur une surface. — 
Théorème de Meunier. — Courbure d'une section normale. — Sections 
principales. — Variation des rayons de courbure des sections normales 
faites en un même point d'une surface. — Détermination des ombilics. 



COURBURE d'une LIGNE SITUÉE SUR UNE SURFACE DONNÉE. 

696. Soit 
Téquation d'une Surface. Posons, pour abréger. 



dz 



dz 



dx* 



dx ^' dy ' 
d^z 



9y 
dH 



:=^ 



dxdy dy^ 

Considérons une certaine courbe CL passant par un 

point M (x, y^ z) de la 
surface (i). Soit Q l'angle 
que le rayon de courbure 
R de cette courbe au point 
M, dirigé suivant la droite 
MN, fait avec la normale 
MP à la surface au même 
point. 

La normale MP ayant pour équations 

X — X=:— /?(Z— Z), 

fait avec les axes des angles dont les cosinus sont respecti- 
veiijent 

— P —7 ' 

V/i-Hy>''-H7' v/i ^ P' -H 7' \/n-/?'-h7' 
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Le rayon de courb.ure MN fait avec les axes des angles 
qui ont pour cosinus 

dx dy dz 

J'ai Jdl JTi 
^lu" ^-W ^"rfT' 

en désignant par dl la différentielle de l'arc de courbe. 
On aura donc 

/ d^ d^^ /^\ 
( ^dl dl dl \ 

(2) cosO=R-i —- 

Or on a 

dzz= pdx H- qdy, 
d'où 

,dz ^dx ,dr , dx , dy 

Mais 

dp =z rdx + sdy^ dq = sdx H- tdy j 
donc 

dz dx dy dx dy 

^'di^P'^Ti^'^^li^^'^^'^^^lî'^^'^^^'^^^'dr 

ou 

d ^ d— d^ 

dl dl dl /dxy dxdy (dyy 

On a, par conséquent , 

(dxY dxdy - fdyY 
ces ô == R -~^ ^ ^^ — ^ , 

d*oÙ 



j 3 j ^ s/l-hp'-hq'c osO 



/dxy dxdy (dyy 
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Mais —9 -^ sont les cosinus des angles que la tangenle 

à la courbe considérée fait avec les axes des x et des y. 
En désignant ces angles par a et 6, on aura 



(^) «_ v/n-/>'-*-?'cose 



rcos*a -h 2 5cosa cos6 -4- f cos'6 

Telle est la formule qui fait connaître le rayon de cour- 
bure d'une section quelconque faite dans une surface, en 
un point donné. 

697. La valeur de R devant être positive, il faut que 
cosd soit de même signe que le dénominateur. Ainsi Tan- 
gle d doit être aigu selon que ce dénominateur est positif 
ou négatif, ce qui détermine dans quel sens le rayon de 
courbure doit être porté sur la direction de la normale 
située dans le plan osculateur. 

THÉORÈME DE MECITIER. 

698. Si , dans la formule précédente^ on suppose 
COS0 = ih I , c'est-à-dire si le plan osculateur passe parla 
normale à la surface, on aura, en désignant par p le 
rayon de courbure de la section normale 



(5) sl^-^P'-^q' 

^ ^ " r cos'a -h 2 j cos a cos 6 -h r ces' € 

et, par suite, 

(6) R = pcos0. 

De là ce théorème dû à Meunier : Le rayon de courbure 
en un point d'une courbe quelconque tracée sur une sur- 
face, est égal au produit du rayon de courbure de la sec- 
tion normale qui contient la tangente à la courbe y mul- 
tiplié par le cosinus de l'angle que ce plan fait avec le 
plan osculateur de la courbe, 

699. En considérant deux courbes planes, Tune obli- 
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que , l'autre normale , qui ont la même tangente au 
point M, le théorème de Meunier peut encore s'énoncer 
eu disant que le rayon de courbure d'une section oblique 
est la projection sur le plan de cette courbe du rayon de 
courbure de la section normale. 

Par conséquent, si Ton imagine une sphère ayant le 
même centre et le même rayon que le cercle de courbure 
de la section normale, tous les plans menés par la tangente 
à cette courbe couperont cette sphère suivant de petits 
cercles qui seront les cercles osculateurs des sections obli- 
ques faites dans la surface par ces différents plans. 



(!) 



COURBURE DES SECTIONS NORMALES. 

700. La formule (3) du n° 696 peut s'écrire 
^H-/7'+ 7'cosô ( — j 



R = 



r-f- 2f 



'i-m 



Prenons maintenant le point (x, y^ z) pour origine 
des coordonnées, et pour plan des xy le plan tangent à la 
surface en ce point. L'axe des z sera la normale et Ton 

aura;; = o, q = o. En désignant 
par (f Tangle que la tangente OT 
fait avec Taxe des x,*on a 



Fig. 132. 




dx 

- = cos„ 



dy_ 



dl 



= sm<p. 



D'ailleurs, puisque le plan 
osculateur est normal, on a 
cos0 = ±i, selon que le rayon de courbure est dirigé 
dans le sens de Taxe des z ou dans le sens opposé. On 

aura donc 

±1 

û = ; : ) 

^ r cos'' <p H- 2 j sin cp ces <p -f- ^ sm' (j> 
mais on peut supprimer le double signe et écrire simplc- 
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ment 

(2) 



r cos' f -h 2 5 sin f cosy -f- t sm'y 

pourvu que l'on convienne de porter la valeur absolue du 
rayon sur Taxe des z dans le sens des z positifs si le dé- 
nominateur est positif, et dans le sons oppo^ si ce déno- 
minateur est négatif. 

SECTIONS PRINCIPALES . 

701 . Si le plan normal tourne autour de l'axe des jz, le 
rayon p variera en même temps que (p. Proposons -nous de 
trouver la plus grande et la plus petite valeur de ce rayon. 
Comme ces valeurs correspondent au minimum et au 
maximum du dénominateur dans la formule (2), il fau- 
dra égaler à o la dérivée de ce dénominateur; on aura 

{t — r) 2sinf cosf -t- 2^ (cos'ç — sin'y) = o, 

ou , ce qui revient au même , 

(3) Jtang'y -|-(r — . r)'tang<p — ^ = 0. 

Cette équation donne pour tangf deux valeurs réelles > 
Fi^, 1 23. don t le produit est égal à — 1 . 

Comme d^ailleurs , en faisant 
varier Tangle y de o à tt, on 
obtient tous les plans nor- 
maux qui passent par le point 
O, il suffira de considérer les 
deux angles plus petits que 
^^ 180^ qui correspondent aux 

deux racines de l'équation. L'un étant désigné par «, 

l'autre sera nécessairement - -|- a. 

2 

Par conséquent, si Ton trace sur le plan des xy deux 

droites OH et OK, faisant avec Ox les angles a et a H — > 

2 

les sections normales situées dans les plans a OH, ^OKy 
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correspondront aux rayons de courbure maximum et mi- 
nimum. En effet, la dérivée du second ordre de - est 

P 

2 [t — r) (cos^y — sin2.<j)) — 8^sin(pcosf, 

et cette expression prend des valeurs égales et de signes 

contraires quand on y remplace ç par a et par ot -\ — • 

Remarquons qu'il s'agît ici d'un maximum et d'un mini- 
mum analytiques, en sorte que si les deux valeurs précé- 
dentes étaient de signes contraires, celle qui serait un 
minimum négatif pourrait être un maximum en valeur 
absolue. 
Les droites OH et OK, faisant avec l'axe Ox des an- 

gles^oiit la différence est -? sont perpendiculaires entre 

elles. Donc les plans -s OH et zOK qui déterminent sur 
la surface deux courbes planes à courbure maximum ou 
minimum sont perpendiculaires entre eux. On donne aux 
sections faites par ces plans le nom de sections principales. 

VARIATION DE COURBURE DES SECTIONS NORMALES. 

702. Prenons maintenant pour plans des xz et des jz, 
les plans des sections principales. Les valeurs de 9 cor- 
respondant au maximum et au minimum du rayon de 

courbure devront être o et — Or l'équation 

s lang'ç -h (/• — r) tangy — 5 = 

ne donnera pour tangf les valeurs o et 00 que si j = o. 
Par conséquent, la valeur de p prendra la forme plus 
simple 

(i) P = ^- 1 — " 

^ ' ^ rcos'<p -h- rsm'(j> 

et l'on déduira de cette expression les deux rayons de cour- 
bure principaux p' et p'', en faisant tour à tour (p = o 
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el9 = -, 


re 


qui donnera 








p'=p 


9"=r 


ou bien 




?='' 


1 



Ainsi, les dérivées-partieiles r el t représentent les deux 
<:ourbures principales au point O. 

703. Les valeurs de p' et de p" peuvent être introduites 

dans l'expression générale de la courbure? — On a 



on aura donc 


- = rcos^f -h /sin'(ï>; 


(^) 


l = I.co$>-4-isîn»^, 

9 ? ? 



formule qui donne la courbure d'une section déterminée 
par un plan normal faisant, avec la section principale 
^Oj:, un angle y. 

De là les conséquences suivantes. En premier lieu, l'ex- 
pression (2) ne change pas quand on met à la place de 9 
son supplément : donc deux sections normales égale- 
ment inclinées sur une section principale ont des rayons 
de courbure égaux et de même signe. 

Si Ton désigne par pj le rayon de courbure d'une section 
normale perpendiculaire à celle qui fait avec le plan prin- 
cipal zOx l'angle 9, on aura 

<^) ^^^^^^'^-^^^^^'^ 

€t si Ton ajoute les équations (2) et (3), 
I I I I 

• - + - = -7-+--,- 
, ? ?^ ? ? 

Donc la somme des courbures de deux sections nor^- 
maies perpendiculaires entre elles est constante. 

70i. Nous allons maintenant discuter la valeur géné- 
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raie de p en nous servant de la formule 
, , I cos'(P sin^a 

P P P 

Supposons d'abord p' et p" tous deux positifs , et p' > p". 
Dans ce cas, la formule ( i ) donne pour p une valeur tou- 
jours positive. Par conséquent, toutes les sections nor- 
males sont situées au-dessus du plan tangent et la surface 
est convexe autour du point O. Si p' et p" étaient négatifs, 
la surface serait encore convexe, mais située au-dessous 
du plan tangent. 

En mettant Téquation (i) sous la forme 

(2) l = i.+ (i-«^\sin>, 

P P \P PI 

on voit que - augmente depuis -7 jusqu'à -y,') quand (f 
croît de o à -j et que - décroît depuis -7; jusqu'à -7-? 

quand y varie de - à tt. 

Dans le cas où p'= p", la formule (2) donne 
I 1 

ou p = p^ quel que soit y. Toutes les sections normales au 
point O ont donc la même courbure. On dit alors que ce 
point est un ombilic. 

705. Supposons maintenant que p' et p'' aient des signes 
contraires et que p" soit négatif. En mettant les signes en 
évidence dans Téquation (i), nous aurons 

I cos> sin'y 

(^^ p=— -— • 

Pour 9 = 0, on a p = p' , L'angle 9 croissant de o à la 
valeur 6 donnée par l'équation 

tang»6 = V' 

P 
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p croit depuis p' jusqu à riniini. Au delà de (j) = 6, p de- 
vient négatif et décroit jusqu'à p'\ valeur qui correspond à 

ç = — Les valeurs de p se reproduisent ensuite dans Tor- 
dre inverse. 

Dans ce cas, la surface est en partie an-dessus du plan 
langent, en partie au-dessous. 

DÉTERMINATION DES OMBILICS. 

706. Pour trouver les ombilics d'une surface, il faut 
chercher les points où le rayon de courbure des sections 
normales a la même valeur, quel que soit le plan mené par 
la normale. 

Reprenons la formule (i)du n° 700 en y supposant 
cos6 = I et en remplaçant dl* par dx* -+- dy* -h dz* : 
nous aurons 

Désignons par m, — ou le rapport des cosinus des an- 
gles que la tangente à la courbe au point considéré fait 
avec Taxe des x et Taxe des y. Comme on a 
dz = pdx -+- qdy^ 

dz 
on aura -— - = » -+- «/w, 

dx 

et la formule (i) pourra s'écrire 



MX = ;: 9 

ou bien 

r -h 2^/71 -h//»' 
Quand le point est un ombilic, ce rayon est indépen- 
dant du rapport m qui détermine le plan normal où est 
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située la courbe considérée. On doit donc avoir 

^ ' r s t ^ 

ce qui donne, en général, deux équations distinctes. En 
y joignant l'équation de la surface , on aura le nombre de 
relations nécessaires pour déterminer les coordonnées du 
point cherché. 

707. Appliquons ces principes au paraboloïde ellip- 
tique 



On a ici 






P = â' ^=V 



I I 

a b 



Les équations (3) sont, dans ce cas, 







xy 

Vh 


r' 

•-^i 




I 
a 


o 


I 


peut y 


satisfaire d'abord 


en posant 




X == o, 


a = 


a. h 




Y=:Klbia- 


-h\. 





Les valeurs de j^ et de -z étant réelles, il existe deux 
ombilics situés dans le plan yOz. Ce sont d'ailleurs les 
seuls : car l'hypothèse ^ = o donnerait une valeur de x 
qui serait imaginaire. 



IL i4 
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CINQUANTE-CINQUIÈME LEÇON. 

Suite de la courbure des surfaces. — Surface dont tous les points sont des 
«mbilios. — Théorie de l'indicatrioe. — Coaséquenees géométriques. — 
Cas où l'expression du rayon de courbure se présente tous une forme 
illusoire. — Tangentes conjuguées. ' 



SUR LA SURFACE DONT TODS LES POINTS SONT DES OMBILICS. 

708. Lorsque les équations 

qui servent à déterminer les ombilics d'une surface don- 
née , se réduisent à une seule , la surface a une infinité 
d'ombilics situés sur une ligne qu'on nomme la ligne des 
courbures sphériques. Si les équations (i) sont identiques, 
tous les points de la surface sont alors des ombilics. 

Pour trouver une surface qui jojiisse de cette propriété, 
observons que les équations (i) mises sous la forme 

, V P dp _ldq g dq _\dp 

^ ' i -^ p^ dx q dx^ l -h q^ dy p dy 

peuvent s'intégrer comme des équations ordinaires (643). 
On aura ainsi 

(3) i^p^^Yq\ x-^q^ = yip\ 

Y étant une fonction arbitraire de /, et X une fonction 
arbitraire de x. On tire de ces équations 



/ I -H Y /i-hX 

(4) /^=V/xy3T' ^=Vxy37- 

Mais p eiq doivent satisfaire à l'équation -^ = ^ ; on 
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aura donc 

Le premier membre étant fonction de x seulement, et le 
second fonction de y, cette équation ne peut subsister 
qu'autant que chaque membre se réduit à une constante. 

o 

Soit - celte constante. On a donc 

^X 2clx dY 1 dy 

(H-X)' ^ ' (, + Y)^~~^' 

et^ en intégrant, 

R R 

a et * étant des constantes arbitraires. En portant les 
valeurs de X et de Y tirées de ces équations, dans (4), on 



aura 

a — X 









Il en résultera 

et, en int^rant de nouveau, 

équation d'une sphère. Ainsi la sphère est la seule surface 
dont tous les points soient des ombilics. 

THÉORIE DE l'iwDICITRICE. 

709. La courbure des surfaces peut être présentée sous 
un autre pomt de vue, qui donne une idée plus nette de la 
manière dont varient les rayons de courbure des sections 
normales autour d'un même point. 

i4. 
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Prenons toujours pour plan des xy le plan tangent à la 
surface au point O, et pour axe des z la normale en ce 
point. 

Si Ton coupe la surface par un plan parallèle au plan 
tangent et infiniment voisin de ce plan, la section obtenue 
sera une eourbe infiniment petite et du deuxième degré, en 
négligeant des quantités infiniment petites par rapport à 
ses dimensions. En d'autres termes, une courbe semblable 
à la section faite par un plan parallèle au plan tangent, à 
une distance A, tend, à mesure que h diminue, vers une 
section conique. 

En effet, si l'on développe l'ordonnée z de la surface 
par la série de Maclaurin , on aura 

z = z. -H /?^ + ^J^ -f- - r:»^' H- sxy + - j^ -4- . . . . 

Mais Zjj, /7, q qui représentent les valeurs de -z, — i — 

quand on fait simultanément j: = o, j^ = o, sont nulles 
diaprés le choix des axes. Donc on a 

z = - rx^ -h SXY H tr -H « , 

2 2 

0) désignant une somme de termes dont le degré , par rap- 
Fie, 124. ^ovx. à X et à j^, est supérieur au 

second. Si maintenant on rem- 
place z par la constante (Xy= /i, 
on aura l'équation de la section 
B'M'A', et si l'on fait h très- 
petite, Cl) devient négligeable 
comparativement aux termes qui 
le précèdent. Par conséquent, 
on a 

(i ) rj:» H- 2 sxy -4- Çr* = 2 /*, 

équation d'une ellipse ou d'une hyperbole infiniment 
petite dont le centre est au point O. 
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710. Si l'on remplace h par z, on aura 

(2) 2 = -(rjr*-h 2 jxj -h (7"'). 

Cette équation représente un paraboloïde passant par la 
section A'M' B' et ayant pour sommet 1q point O. Ce para- 
boloïde va nous servir à calculer le rayon de courbure 
d'une section quelconque OM'C. 

Menons M'L perpendiculaire à OiW et nommons p le 
rayon de courbure en M'. On a 



^^, = lim r-' 

2 00' 2 A 



p = lim ^^. = lim 



Pour déduire de là la valeur de p, faisons, dans Téqua- 
tion (2), 

X =z OW ces y, j = OM' sinip, 

(f désignant l'angle xON. On aura 

OM''(rco»'ç + 2*sinf cosç H- /sin'ç) = 2 A, 

d'où 



(3) 



rcos^y -f- 2Jsin(pcoS(p + rsin'^ 



comme on l'avait obtenu par une autre méthode. 

OM'* 
7J1. La formule p = — j- fait voir que les rayons de 

courbure des dillérentes sections normales sont propor- 
tionnels à OM'*. Supposons donc que sui^la trace du plan 

OM' 
z ON dans le plan des xy on prenne ON = -r=j ? on aura 

p = ON*. Par suite, le rapport -— - sera constant pour 

toutes les sections normales. La courbe ANB ainsi obte- 
nue sera donc semblable à A'M'B' et aura pour centre le 
point O. Cette courbe, qui donne tous les rayons de 
courbure des sections normales faites au point O est nom- 
mée Vindicatrice de la surface en ce point* 
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712; Quand Tin tersec lion de la surface par un plan 
parallèle au plan tangent et infiniment voisin est une hy- 
perbole, il faut, en même temps, considérer une autre 
section produite par un second plan parallèle au plan 
tangent de lautre côté de ce plan. On obtient par là 
une hyperbole conjuguée de la première. Dans ce cas, 
l'indicatrice se compose de deux hyperboles conjuguées 
et l'on a p=:^dbON', suivant que Thyperbole sur la- 
quelle se trouve le point N correspond à une section 
faite au-dessus ou au-dessous du plan xy. Le rayon de 
courbure de la surface devient infini et change de signe 
quand le plan sécant, eu tournant autour de la normale, 
vient passer par une asymptote commune aux deux hy- 
perboles. 

CONSÉQUENCES GÉOMÉTRIQUES. 

713. Toute courbe du second degré douée d'un centre 
ayant un diamètre maximum et un diamètre minimum, 
on en conclut que la surface a deux sections normales 
perpendiculaires entre elles et dans lesquelles le rayon de 
courbure est un maximum ou un minimum, La somme 
des carrés des inverses de deux diamètres perpendicu- 
laires étant constante, il en résulte immédiatement que 
la somme des courbures de deux sections normales est 
constante. En un mot, à toute propriété des diamètres 
d'une section conique, correspond une propriété des 
rayons de courbure des sections normales faites par les 
diamètres de Findicatrice. 

714. Quand l'indicatrice est un cercle, le point consi- 
déré est un ombilic. Cela arrive sur les surfaces du se- 
cond ordre aux points où le plan tangent est parallèle aux 
âections circulaires. En effet, tous les plans parallèles dé- 
terminent, dans une pareille surface, des sections sembla- 
bles. Il en résulte que l'indicatrice, qui en général n'est 
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semblable qu'aux sections faites parallèlement au plan 
langent à une distance iniiniinent petite^ sera, dans les 
surfaces du second ordre, rigoureusement semblable aux 
section^, quelle que soit leur distance au plan tangent. 
Ainsi dans l'ellipsoïde 

$ + i + 7'='' ">'»'' 

il y a quatre ombilics dont les coordonnées sont 

j = o, a: = ^cosÔ, z = ^sinÔ, 
9 désignant un angle dont la tangente est égale à 






CAS OU L EXPRESSION DU RAYON DE COURBURE SE PRÉSENTE 
SOUS UNE FORME ILLUSOIRE. 

715. La formule 



P — 



rcos^ff -h 2f sincpcoscp -h ^sin'ij* 

précédemment obtenue pour le rayon de courbure d'une 
section normale faisant avec le plan des xz un angle (f , 
dépend des valeurs des dérivées partielles du second ordre 
au point considéré de la surface. Nous avons tacitement 
admis que r^seit. avaient, en ce point, des valeurs déter- 
minées et indépendantes de l'angle cp. Mais ces fonctions 

se présentent quelquefois sous Tune des formes - ou — ? 

quand x^jr et z deviennent nulles. Pour éviter l'indéter- 
mination, on posera 

y =a:tang(p, 
relation qui convient à tous les points situés dans le plan 
normal mené par le point (x^y^ z) de la surface, puis on 
fera x = o. 

Soit, par exemple, l'équation 



..,(j), 
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f désignant une fonction quelconque. Elle représente une 
surface dont les sections normales à l'origine sont des pa- 
raboles ayant pour axe conunun Taxe des z. Les dérivées 
partielles du premier ordre sont 






et les dérivées du second ordre : 

,=./(i)-.i/.(i).5/.(i), 
•=/'(S)-S/'Cî). 

On a bien, en général, par ces formules, p = o, ^ = o 
pour X = o, j^ = o ; mais les valeurs de r, 5, t se présen- 
tent sous une forme indéterminée quand on laisse a? et / 

indépendants entre eux. Mais si Ton y remplace - par 

tangf, elles donnent 

r = 2/{ tang<p) — atangy/' (tangy ) -h tang^<p/" (tangy), 
s =/' (tang(p) — tang«p/"(tang(p), 

r=:/''(taTlg(p). 

Il faut maintenant porter ces valeurs de r, 5, t qui, 
comme on le voit, dépendent de f , dans la formule 



° rcos'cp + 2^sin(jpcoS(j> "h 'sîn'ç 

On doit remarquer qu'en faisant varier Tangle <p, le rayon 
de courbure peut avoir, selon la forme de la fonction f^ 
un nombre quelconque de valeurs maximums ou mini- 
mums, et il y aura autant de maximums que de minimums 
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puisque ces valeurs doivent se succéder alternativement 
quand on fait varier y de o à 27r, et que la section nor- 
male revient à sa position primitive. 

TANGENTES CONJUGUÉES. 

716. Soit MM' une courbe quelconque située sur une 
surface : imaginons les plans tangents menés par les points 
Fig. 125. M et M'. Si le second point se rap- 

proche indéfiniment du premier, 
l'intersection des deux plans va- 
riera de position et deviendra à 
la limita une certaine tangente 
à la surface passant par le point 
M, Cette droite limite et la tan- 
gente MT à la courbe sont dites tangentes conjuguées. 

Prenons pour origine le point M et pour plans des zx 
et des zy les plans des sections principale^ correspondant 
à ce point. Il faudra supposer a:=o,y=o,z = 05 5 = 0. 
L'équation du plan tangent en .M' (a:/, y', z^) est 

p' et 9' désignant les valeurs de p et de q relatives au 
point M'. D'après la formule de Maclaurin , on a 

On aura donc, en vertu des hypothèses et en négligeant 
des infiniment petits du troisième ordre , 

On trouvera de même 

Par suite, les équations des plans tangents en M et M 
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seront 

Z = o, 

Ces deux équations représentent Tintersection des deux 
plans tangents. Or, si Ton porte dans la seconde la valeur 
Z = o, on aura , en réduisant , 

Posbns j^' = mot! y m étant le coefficient angulaire de la 
projection de la droite MM', qui, à la limite, se confond 
avec la tangente MT. L'équation précédente devient 

rX-h tmX x'(r-f-r/n') =0, 

et quand le point M' se réunit au point M, 

rX -4-^iwY = 0, 

équation de la tangente conjuguée définie plus haut. On 
voit que si m! désigne son coefficient angulaire, ou a 

tm 

OU mm' = • 

t 

Telle est la relation qui doit eicister entre les coeffi- 
cients angulaires de deux tangentes conjuguées, quand on 
prend pour axes la normale et les intersections du plan 
tangent avec les plans principaux. 

717. Deux tangentes conjuguées sont parallèles à deux 
diamètres conjugués de l'indicatrice. 
En effet, si 

x'^ y' 

estTéquation de l'indicatrice, on a, entre les coefficients 
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angulaires de deux diamètres conjugués , la relation 



On a d'ailleurs 



mm = - 

à* 



-=;• '-i^ 



par conséquent, 

b^ r 



mm = ; 

«» t 



Ce qui démontre le théorème annoncé. Gomme d'ail- 
leurs les rayons de courbure sont proportionnels aux car- 
rés des diamètres de Findicatrice, il résulte d'une pro- 
priété bien connue des sections coniques que la somme 
algébiique des rayons de courbure correspondant à deux 
tangentes coujuguées est constante. 
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CINQUANTE-SIXIÈME LEÇON. 

Suite de la courbure des sur/aces. — Lignes de courbure. — Propriétés des 
lignes de courbure. — Centres de courbure des sections principales. — 
Rayons de courbure principaui. — ApplicatioAs. 



LIGNES DE COVUBURE. 




718. Soient S une surface rapportée à trois axes rec- 
tangulaires quelconques, M (x, j^, -c), un point de la sur- 
Fig. ia6. face, et MN la normale en ce 

point. Si M' (x\ j', z^) est un 
point de la surface, voisin de M, 
la normale M'N' n'ira pas, en 
général , rencontrer la première 
ijormaleMN. Il faut pour cela 
qu'il y ait entre les coordonnées 
/ de ces deux points une certaine 

/ relation que nous allons cher- 

^ cher. 

La normale MN a pour équations 

(i) X — j:-+-/?(Z — z) = o, 

(2) Y -X^q(Z^z)=0. 

Si p' et (/ désignent les valeurs de petdeq au point M', 
la normale M'N' aura pour équations 

(3) X — ar'-h/?'(Z — 3') = o, 

(4) Y-.^'-h7'(Z-^') = 0: 
En éliminant X entre (i) cl (3), on a 

.v' — X -hp'z' — pz 

— />' - p 
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L'élimination de Y entre {2) et (4) donne 

^~ ?^:r, 

On a donc Téquation de condition , 

(^) 7^P .= . ,'-, 

Cette équation et celle de la surface 

(6) zf=/{a:',y') 

représentent une courbe MM' située sur la surface et pas- 
sant par le point M. Toutes les normales à la surface 
menées par les divers points de celte courbe iront rencon- 
trer la normale MN. 

719. Concevons maintenant que le point M' se rappro- 
che de plus en plus du point M : la droite MM' deviendra 
la tangente, et les différences a/ — x^ y' — j, z' — z^ 
p' — p^ (f — q devront être remplacées par les difléreii- 
tielles dx^ dy^ dzy dp^ dq. De même p^z^ -^pz =d (pz)\ 
(j z' — qz z=zd(qz). On aura donc à la limite 

dx -h pdz -f- zdp rf/ -f- qdz -h zdq 

dp dq 



ou simplement 

(7) 

Mais on a 



donc 



dx -4- pdz dy -\- qdz 

dp dq 

dz = pdx -t- qdy , 

dp = rdx -h sdjTy 

dq = tdjr 4- sdx ; 
« 

dy dy 

dx dx 

ou bien 

(8)j[C+^')*-/'7'](|)' + [(-H9V-('-H/'')0(|) 
( H-[p7r— (H-/?')j]=:o. 
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dy 

Cette équation donne pour —• deux valeurs fonctions de 

j: et Aej. Elle indique deux directions suivant lesquelles 
il faut passer du point M à un second point infiniment 
voisin, sur la surface, pour que la normale en ce point 
rencontre la normale au point M. Prenons Tune des 

valeurs de — et la valeur correspondante de — • Soit M' 

le point correspondant. On passera de même du point M' 

à un troisième point M^^ et ainsi de suite. On aura donc 

une ligne MM'M^''... telle, que toute normale à la .surface 

menée par un de ses points rencontre la normale infiniment 

dy 
voisine. La seconde valeur de -, aurait donné une autre 

ligne jouissant de la même propriété. 

On nomme ligne de courbure le lieu des points d'une 
surface pour lesquels les normales infiniment voisines 
se rencontrent consécutivement. L'analyse précédente 
montre qu'en chaque point d'une surface , il passe deux 
lignes de courbure représentées par l'équation difleren- 
tielle (8) et par l'équation delà surface. En éliminant i^, 
on aura Téquation de la projection de la ligne de cour- 
bure sur le plan des xy. L'intégration donnera deux 
équations contenant deux constantes arbitraires qu'on 
déterminera, en faisant passer la ligne par un point 
donné de la surface. 

PROPRIÉTÉS DES LIGNES DE GOORBURE. 

720. Prenons la normale MN pour axe des z : l'équa- 
tion (8) devient 

Le produit des racines de cette équation est égal à — i; 
donc les tangentes menées aux lignes de courbure qui se 
croisent au point M sont perpendiculaires entre elles. 

Si maintenant on prend les plans principaux pour 
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plan des zx et des «y, on a 5 = 0. L^équatîon (9) à une 
racine nulle et Tautre infinie : donc les deux lignes de 
courbure ont pour tangentes l'axe des x et Taxe des j^, 
c'est-à-dire les tangentes aux sections principales. 

Si l'on avait à la fois 5 = 0, r = f, les deux valeurs de 

-^ seraient indéterminées. Il y aurait donc une infinité de 

dz •' 

lignes de courbure passant par le point de la surface, 
autour duquel toutes les courbures seraient égales : ce 
serait donc un ombilic. Ce caractère peut servir à trou- 
ver les ombilics d'une surface, car si Ton exprime que l'é- 

dy . 

quation générale ( 8 ) donne pour — une infiniu^ de va- 
leurs , on aura les deux conditions 

i-hp^ ^-^ q^ _pq 

r t s 

déjà trouvées par une autre méthode (706). 

721 . Soient O un point de la surface , Oz la normale , 
OA et OB les deux lignes de courbure, Oo: et Oj leurs 
tangentes. Si O' et O'' sont deux points infiniment voisins 
du point O sur les lignes OA et OB, on sait que le$ nor- 
males O'R et CFL rencontreront Oz : soient K et L les 

points d'intersection. Je dis que 
OK et OL sont précisément les 
rayons de courbure, au point O, 
des sections principales zOx^ 
zOy. En effet, puisque Ox est 
tangente à la courbe OA, le point 
O' infiniment voisin du point 
O sur OA peut être considéré 
comme appartenant au plan 
zOx. Donc la droite O'R qui est normale à la courbe 
OA, comme l'étant à la surface, déterminera, par sa 
rencontre avec la normale O2, le centre de courbure de 
la section principale située dans le plan zOx, On ferait 
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voir de la même manière que OL est le rayon de cour- 
bure de la section principale faite par le plan zOj. 

722. C'est ce qu'il est facile de vérifier par le calcul. 
Soient 

X — x -+-/?{ Z — 3 ) = o , 



Y-r-+-9(Z-z) = o; 

les équations de deux normales. Si le point [x^ /, z) 
coïncide avec l'origine et que le point (x\ y\ 2') soit 
infiniment voisin, les équations (i) se réduisent à 

X=o, Y = o, 

et les deux autres donnent , au point commun , 

— dx^Tj rdx = o , 

— dT/ -H Z re// = o , 
ou bien 

dx[TLr — i) = o, 

rfr(Zr—i) = o. 

On ne peut pas supposer dx et dy nulles à la fois , mais 
on peut satisfaire à ces deux équations soit en posant 

(3) dx=Q, Z = -, 
ou bien 

(4) 'Cr = o, z = i. 

Dans le premier cas, puisque ctr = o, la tangente 
coïncide avec l'axe des j^, et Z =: ~ est le rayon de cour- 
bure principal. Même conclusion à tirer du second sys- 
tème. 

723. Il faut bien se garder de croire que les points de 
rencontre des normales soient les centres des cercles oscu- 
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lateurs des lignes de courbure, car ces normales se 
coupent consécutivement et sont tangentes à une même 
courbe, propriété qui n'appartient jamais aux normales 
menées par les centres de courbure dVne .courbe gauche. 
Et même les lignes de courbure peuvent être planes sans 
que leurs cercles osculatéurs se confondent avec ceux des 
sections principales. Il faut pour cela que leurs plans 
osculaXeurs soient normaux et que, par conséquent, les 
lignes de courbure soient les lignes de plus courte dis* 
tance sur la surface (61^ Leçon). Par exemple, dans les 
surfaces de révolution , les lignes de courbure sont les 
méridiens et les parallèles. Les méridiens sont des sec-* 
tiens principales, parce que leurs plans osculatéurs sont 
normaux à la surface. Les parallèles sont des lignes de 
courbure planes sans être des sections principales. 

CALCUL nES RAYONS DE COURBURE PRINCIPAUX EN UN 
POINT QUELCONQUE d'uNE SURFACE. 

724. Le théorème démontré (722) permet de calculer 
les courbures principales en un point d'une surface, l'ori- 
gine étant quelconque. 

La normale menée au point M de la surface a pour 

équations 

j X~x4-/^(Z-i) = o, 

^'^ I Y--/4-t?(Z-~z) = o. 

Si M' est un point voisin, pris sur la ligne de courbure, 
la normale correspondante rencontrera la première nor- 
male en un point dont le Z sera donné par Tune des deux 

équations 

dy 



(^) Z-i==. 



W~' 



/'9-H(i4-(?')J 
(3) • Z~3 = "^ 



dy 

dx 



II. 
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En élîminanl — entre ces deux équations, on aura 

.(4) ! -[(!-+• /^•)^-^(l-+-7')/--2/y7^](Z-.2) 

Cette équation donne deux valeurs de Z — js, et, par suite, 
de Z 9 qui correspondent aux centres de courbure des deux 
sections principales. Appelons p l'un des rayons de cour- 
bure , ^n aura 

valeur qui se réduit, en vertu des équations (ï ), à 



d'où z - 3 = P 

Si Ton substitue cette valeur de Z — z dans Téquation 
(4), on aura, en réduisant et ordonnant, 

( -hii-hp'-hq'Y-O, 

d'où l'on déduira les valeurs des deux rayons de courbure 
principaux. 

725. Les normales d'une surface, menées par les diffé- 
rents points d'une ligne de courbure, forment une surface 
développable, puisque deux normales consécutives se ren- 
contrent. Pour avoir l'équation de cette surface, il faut 
éliminer or, y, z entre l'équation de la surface proposée, 
les équations d'une normale (i) et l'équation (8) du 
n° 715 qui exprime que le point (x, y^ z) est sur la ligne 
de courbure. 

On obtiendra le lieu des centres de courbure de toutes 
les sections principales d'une surface 

F(*, r, 2)=ro, 
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en éliioiiianl; or, j, z entre cette équation , celles de la 
normale et F équation (4) où Z se^rapporte au point de 
concours de deux normales infiniment voisines. Cette sur- 
face se composerait de deux nappes , puisque chaque nor- 
male contient deux centres de courbure. 

APPLICATION DES THÉOEIES P&tCÉDENTBS AU PARAVOLOIDE 

ELLIPTIQUE. 

726. ÉquiUion différentielle des lignes de courbure, 
— Soit 

l'équation d'un paraboloïde elliptique. On a, dans cet 
exemple , 

L'équation générale (718) 

(i -h ^^) ^ -h pqdy _ (i -f- <7') <(y "f- pqdx 
rdx -h sdj: sdx -+• tdj 

devient 

opa, en ordonnant, 

ab^^ dx' \b a a^b ab') dx a'b * 

et, en multipliant par ^? 

\ ab' " x^dx^ \6 a a^b ab^j x^ xdx 



(3) 



à'b' x^ ^' 



c'est réquation diflerentîelle des lignes de courbure du 
paraboloïde elliptique. 



i5. 
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Intégration de V équation (3). — Si Ton fait x* = i', 
j^* z= u, celte équation devient 

- I /^"V /' * ^ u\du u 

Comme li et i^ n'entrent qu'à la première puissance, 
on peut y satisfaire en substituant à u une fonction li- 
néaire de p. Posons 

a = ff» -4- c', d où --- = r. 

En' substituant dans l'équation (4), les termes qui multi- 
plient u se détruisent et il reste 



^6 a ah')*' a'b'^^' 



d'où 

c' = j ^• 

b ^ac 

La constante c reste donc arbitraire, et comme l'intégrale 
ne doit en renfermer qu'une, il en résulte que m = ct^ -h c' 
ou 

(5) ^.=„.+£iii=iL- 

est l'intégrale générale de l'équation (3). En faisant varier 
c, on aura les projections sur le plan des ocy de toutes 
les lignes de courbure. Ces projections sont des ellipses 
si l'on a c<;o5 des hyperboles quand c est^o. Elles 
ont toutes leur centre à l'origine. 

Détermination de la constante c. — Si l'on veut avoir 
les lignes de courbure qui passent par un point (a/, y'^ z') 
de la surface , on déterminera c par l'équation 

/- ». ah [a — b)c 

o -\^ ac 
ou 

iix''tf» -4- [6x'» — /ïr'»-^ a6(a — ^)] c— V:= o. 

On en tire deux valeurs de e réelles et désignes contraires, 
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puisque a et b sont de même signe. Ces deux racines 
étant désignées par m et — n, les projections des lignes 
de courbure seront représentées par les équations 

(6) jr'=ma^^ l_^J , 

La première courbe est une hyperbole^ la seconde une 
ellipse. 

Discussion, — La constante m peut varier de o à l'in- 
fini, mais n doit être plus grande que -et ne peut va- 

rierque de - à Tinfini. En efiet, l'équation (7) étant 

mise sous la forme 

ab (a — b)n 

y^ H- nx' =: i -i-, 

an — b 

le second membre doit être positif : donc , puisque a est 

> i, il faut que Ion ait an — i > o ou /i > — 

Examinons maintenant les hyperboles représentées par 
Téquation (6). A cause de Thypothèse a}> J, toutes dut 
leur axe réel dirigé suivant Taxe des^. La valeur du demi- 
axe iransverse est 



v/ 



fab{a- 


-b)m 


b + 


am 


/ab{a. 


-b) 


/ »* 


b 
m 



ou bien 



Si m varie de o à l'infini^ cet axe augmente de o à 
^b[a — b). En mettant 1 équation (i) sous la forme 

— r»"* JQ* —I— 9 

• m ^ + am 
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on voit que pour m = qd elle se réduil à x = o. L'ky- 
perbole se confond alors avec Taxe des j ou plutôt avec 
la portion de Taxe des y qui commence à une distance de 
Torigine égale k±^b(a — b). 

Les ellipses représentées par Téquation (7) ont leurs 
axes dirigés suivant Taxe des x et Taxe desj^. 

Les demi-axes ont pour expressions 



/ ab(a — b) lab[a — b) 

Le premier, dirigé suivant Taxe des x^ diminue donc 
de Tinfini à o quand x augmente de - à 00 . L'autre demi- 
axe diminue de l'infini jusqu'à ^b [a — ÎJ. Donc tout 
point situé sur l'axe des y et à une distance de Forigine 
plus grande que ^b (a — b) sera le sommet d'une de ces 
ellipses. Pour n = co Pellipse se réduit k l'axe des 7, 
comme le montre Téquation (7) mise sous la forme 

— = — j:' H 7 — . 

n an — b 

cela résulte encore de ce que Tautre axe se réduit alors 
à o. 

Si a/ = o, une des valeurs de c est infinie et l'autre est 
positive ou négative suivant que y est ^ ou <^ que 
^b (a — b). Les projections des lignes de courbure sont 
alors l'axe des y et des hyperboles ou des ellipses , selon 
que y est plus grand ou plus petit que ^b (a — b). 

Si 7' == o, une des valeurs de c est nulle et l'autre ton- 
jours négative. Dans ce cas, les lignes de courbure se pro- 
jettent suivant l'axe des x et suivant des ellipses. 
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CINQUAJVTE-SEPTIÈME LEÇON. 

Calcul des différences finies. — Notions préliminaires. — Différence n'**"* 
du premier terme d*une suite en fonction des termes de cette suite. — 
Terme- général d'une suite en fonction du premier et de ses différences 
successives. — Différences des fonctions entières. — Différences de quel- 
ques fonctions fractionnaires ou transcendantes. — Caicjul inverse des 
différences.— Théorèmes généraux. — Intégration de quelques fonctions. 



CALCUL DES DIFFÉRENCES FINIES. NOTIONS PRÉLIMINAIRES. 

727. Le but général du calcul différentiel est de cher- 
cher les limites des rapports des accroissements simultanés 
de plusieurs quantités variables , ce que Ton peut faire 
sans considérer les valeurs numériques de ces accroisse- 
ments. Dans le calcul aux différences finies, on s'occupe 
au contraire de ces valeurs numériques et Ton cherche à 
eu déterminer la loi. 

Soient 

Wo, «15 «3|..., ««,... 

une suite de valeurs successives que reçoit une quantité va- 
riable. Si l'on retrandie chacune de ces valeurs de celle qui 
la suit, on obtient ce qu'on appelle les différences ^re- 
mières de ces valeurs , et on les représente par 

en sorte que l'on a 

w, — Wo = ^«o» ï/2 — «1 = Awi»» • •» «m-i — • «n = Ai*»,. . .. 
En opérant de la même manière sur la suite des difle- 
rences premières, on obtient une suite de différences 
deuxièmes^ qu'on représente par 

Ou a donc, par définition , 
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On formera de la même manière des différences troùïè- 

mes^y quatrièmes^ etc. 

Par exemple, la suite des carrés des nombres entiers 

1, 4> 9» *^» 25,..., 
a pour différences premières 

^> ^9 7» 9' • * •> 
et pour différences secondes 

2 , 2y a, . . .; 

les différences troisièmes, et par suite les différences 
d'un ordre supérieur, sont nulles. 

Dans cet exemple , toutes les différences secondes sont 
égales à 2. Si Ton admet la généralité de cette loi, on 
pourra prolonger indéfiniment la suite des différences pre- 
mières , et , par leur moyen , celle des noml>res carrés. 

728. Le calcul des différences est fondé sur quelques 
principes analogues à ceux qui forment la base du calcul 
différentiel. 

En premier Heu , m, i^, z étant des quantités variables, 
on a 

(i) A(a-4-p — «) = Aa -H Af — Az, 

c'esl-à-dîre que la différence d'une somme est égale à la 
somme algébrique des différences de ses parties. En effet, 

A(a-f-<' — z) = (w, ■+.*;, — z,) — (m -}- p — z) 

= («I — «)H-(»'i-- «')-~(2« — ^) 
= Au -+- A<> — Az. 

La différence d'une constante est nulle. Donc 

(2) A(a-f-fl) = Aa. 

On a encore 

( 3 ) A fltt = « A « , 

rar Aau z=zau^ — riM = ri (m, — i/) = aùiu. 
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EXPRESSION DE A"li. 

729. Proposons-nous de trouver l'expression de A"u 
en fonction de u, iii, . . . , u». On a d'abord 
ùiU = a, — tt, 

Mais Â^tt=Âii| — Au: 

donc A*« = ttj— - 2«, 4- M. 

A'ui doit être composé avec lis, lit, «i, comme A^ii avec 
7/s, i/i, 1/. On a donc 

A'a, = «3 — 2 «j -f- «,, 
et en retranchant A' m de A' a,, 

à'm = ttj — 3 «2 + 3 2^1 — a. 
On trouvera de la même manière 

et ainsi de suite. On voit que les coefficients numériques* 
qui entrent dans A*ii, A'u, A^zi, Fexpression des diffé- 
rences sont les coefficients des puissances deuxième, troi- 
sième, quatrième du binôme, d*où Ton conclut, en géné- 
ralisant, 

, , " n(n — I ) , 

(i) A"ii = a„— /ïa,H-iH ^ ^w„_3 — . . .±:a, 

ou, sous une forme symbolique , 

A'»w = (a — 1)(»), 
égalité qui tiendra lieu de la précédente, pourvu qu'après 
avoir développé le second membre par la formule du bi- 
nôme, on remplace m^, u^, a*. . . par u, i^i, lis. . . . 
Pour démontrer la généralité de cette loi , posons 

(a) A«M = «„— Aa„_,-h Bw;,^,— Cii„_3-f-. . .±tt. . 

On aura également 
(3) A»«, = «„+, — A tf„-f-B //„_, — Ctt„^,-#-. . .±«„ 
et en retranchant (2) de (3), 



— A 

— I 



-f-A 



— B 
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Or on sait que si i, A, B,. . . sont les coefficients de 
(.r -h i)", I -f- A , A -^- B,. . . sont les coefficients de 
(x-h I )"**■'. De là rësiilte que si la formule (i) est vraie 
pour l'indice /i, elle Test encore pour Tindice ;i-4- i, ce 
qui démontre sa généralité. 

730. Autrement, supposons la loi démontrée pour Fin- 
dice n et posons 

on aura A**!*, = ^ Ktfp^.,. 

Donc A"+' « = ^ K tt^, — V K tf, , 

ou, sous une forme symbolique, 

Il résulte de là 

A"+«ii = (il — i) 2 Ktt'' = ( « — i) (m — i)i'"\ 

et , par conséquent , 

^"+'11= (m — i)(«+0. 

EXPRESSION DU TERME GÉJÎÉRAL d'cKE SUITE EJf FOWCTIOR' 
DU PREMIER TERME ET DE SES DIFFÉRENCES SUCCESSIVES. 

731 . On a , par définition , 

II, = Il -f- À/i, 

UiZizUi'i' Att,, 

Au, = An + A^ff. 

En ajoutant ces équations membre à membre , on a 
II3 =z: Il + 2 A II + A' /i. 
On aurait de même 

A «2 rr: A /l -I- 2 A^ Il -I- A ' Il , 
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d'où, en ajoutant ces deux équations, 

et ainsi de suite. On est ainsi conduit par induction à la 

formule 

w (« — i) „ 

(i) «,= « -f- wAa-l ^ -iA'« -H. . .-h A" a, 

^ ^ 1.2 

ou à la formule symbolique 

dont l'exactitude se démontrerait par le mode de raison- 
nement employé aux n*^* 729 et 730. 

DIFFÉRENCES DES FONCTIONS ENTIERES. 

732. Supposons maio tenant que u soit une fonction 
entière de x du degré m, et que Wj, «j,. • • représentent 
les valeurs successives que prend cette fonction , quand on 
donne à a: une suite d'accroissements égaux représentés 
par h. Soit . 

On aura 

Aa = A [(^ H- A)"» — a:™] 4- B [ (* -+- /*)"»-' — af-'] 
+ C[ (a: 4- hy^^ — a;«->] 4- .... . 
En développant et ordonnant par rapport à x, on aura 
un résultat de la forme 

^u = mAhaf»-' -hB'jT-^ -h C af*-^ -^ 

Le premier terme est du (/» — jyèfne (j^g^^ ^i ^qj^ coeffi- 
cient se forme en multipliant le coefficient du premier 
terme^de u par Texposant de ce terme et par 7i. 

En opérant de la même manière sur la différence pre- 
mière, on aura 

A2«=:/w(/w--i)AA^x'"-=^-t- W'jf-^-h.. ., 
on trouvera de même 

à?a7zzm{m — \){m — i)kh^ x"'-^ -^ B"'jf'-*-f-. . ., 
et ainsi de suite. 
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Le degré de chaque différence va en diminuant d'une 
unité, d'où Ton conclut que la m*'"** sera constante et se 
réduira au premier terme, dont la loi est connue. On 
aura donc 

A*» = 1.2.3. . .iwAA*. 

Ainsi les différences m""*" (Tune fonction entière de 
degré m sont constantes, lorsque la variable croit par 
degrés égaux. Les différences suivantes sont donc nulles. 

733. Soit ii = x'*. Alors 

A" «4 = i . 2 . 3 . . . /wÂ*", 

«1 == (.« -I- hY^ «2 = ( j: -h 2.A )•", 

Si Ton substitue ces valeurs dans la formule 

(i) A^tf = tf^ — nun-x -4^ " ^" "" '^ u^_^ -4- . . . , (731) 

on aura^ si /» = m, 

1 . 2 . 3 . . . /lî/i* = (x -h wA )"• 



f2) ^ 

^ ^ ( — /w[x-|-{/w — i)/*|"-f-...±:jr". 

Faisant a: = o, A = i, 

11. 2.3. . ./w = /n" — m (ot — i)" 
m (m — i), .^ _. 

H — i ^(/w— 2)"*. . .±://i. 
1.2 ^ 

Si l'on suppose n ^ m, alors on a A" ii = o, et la for- 
mule ( 1 ) , en faisant encore , a: = o, A = i , donne 

(4 ) o = /i'» — « (/a — i)*" 4- -^ ^ {n — 2)'" 

734. Prenons u égal à un produit de facteurs équidif- 
férents. Soit 

a = x(a? + A) (.r H- 2 A). . .[* -I- (« -- i) A], 
on aura 

(i) Am = (:c -h h)(x -hT.h). . .[ar-|-(« — i)/<]«A, 
(2) A»a = (.rH-2A).. .[^H-(/' — 1) /*]. . ./2 (/i - \)h\ 
La loi de formation est évidente. 
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DIFFÉRENCES DE QUELQUES FONCTIONS FRACTIONNAIRES OU 
TRANSCENDANTES . 

73S. Voici encore quelques exemples de différences de 
fonctions non entières : 

"~ ar(ar4-A)(.rH-2/j) . . . [x-l- (« — i)A]' 
— /lA 



Af« = 



4? (a: -h A) (.r-f. 2/1).. .(a?-h/fA)* 
/i(/i-f- i) A* 



""" a:(a:-f-A). . .(jr-4-/iA)[x-4-(/ï-M)Af 
et ainsi de suite. 

au ^=: a* (rt* — i), 

et, en général, 

3°. a =>sin («j; H- 6), 

Att = sin(fla: H- ûA 4- b) -~ sin (flx-j- A), 

A $in (tf:i: -H ^ ) = 2 sin - ah cos I a.r -+- ^ H ) • 

On trouverait de même 

A ces (rt.r -^ b) = — 2 sin - 17// sin l ax -^ b ^ | . 

On trouvera ensuite 

A' sin («.« -t- ô ) == 2 sin -- ak,à cos ( «^c -|- t h 1 , 

2 \ 2 ; . 

et, à cause de la seconde formule, 

A'sin(tfar-i-^) = — 4 sm* — s\n(ax-hô ■+• ah), 
et ainsi de suite. 
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CALCUL INVERSE DBS DIFFÉREITCES. DÉFIKITlONS ET 

NOTATIONS. 

736. Le calcul inverse des différences a pour objet de 
déterminer une fonction quand on connaît sa différence 
finie, ou lorsqu'on a une relation entre cette fonction, la 
variable dont elle dépend et quelques-unes de ses diffé- 
rences. Mais nous nous bornerons au premier cas. 

Soit X la variable indépendante dont raccroissement 
Ax est supposé constant et égal à A; soit F (x) la fonction 
inconnue eif(x) la différence donnée : on doit avoir 

AF(a:)=/(x), ou F(x-HA)~F(a:)=/{x). 
La fonction F(x) dont la différence est f(x) se re- 
présente par ^^f{x) et se nomme l'intégrale aux diffé- 
rences finies àef[x). Il est clair, d'après ces notations, 
que les caractéristiques ^^ et A appliquées à la "même 
fonction se détruisent , et que l'on a 

737. Dans le calcul intégral ordinaire, quand on a ob- 
tenu une intégrale particulière d'une différentielle donnée, 
on ajoute à cette première solution une constante arbi- 
traire pour former Tîniégrale générale. Dans le calcul in- 
tégral aux différences finies, ce n'est pas une constante 
arbitraire qu'il faut ajouter à une intégrale particulière, 
mais la fonction la plus générale dont la différence est 
nulle. Ainsi ^[x) étant une fonction dont la différence 
est^(a:), il faudra que Ion ait 

F(x)=:r<j,(x)-H-ii(^), 

r$[x) devant satisfaire à Téquation 

TS{X -{- h) CT [x) s= o. 

La valeur de la fonction xs [x) esc complètement arbitraire 
quand x passe d*une valeur quelconque û à la valeur û -h A. 
Pour les valeurs de .r, qui ne sont pas comprises dans cet 



Digitized by 



Google 



CINQUANTE-SEPTIEME LEÇON. 2,'ig 

intervalle, X3 [x) sera déterminée par la condition de re- 
prendre la même valeur quand x augmente de h. On la 
nomme pour cette raison une fonction périodique. 
Cette fonction peut être représentée par une courbe. 
Prenons sur l'axe Ox des intervalles AA', A'A'', 
A"A"',.'* égaux à A^ puis élevons les perpendiculaires / 
Fi^, ,.8. égales AB, A'B', A^'B^.... 

Traçons à volonté Tare 
BMB', et soit BB'B'B'"... 
une ligne composée d'un 
nombre indéfini d'arcs égaux 
à BMB'. L'ordonnée de cette 



PA' 



courbe aura la même valeur pour des valeurs de x qui 
diffèrent de h et représentera la fonction cherchée. 

On aurait une fonction jouissant de la p/opriélé en 
question, si l'on prenait 

, . / . Hirx a7rar\ 

CT (x J = ^ I sin — — 9 cos — — I » 

Y désignant une fonction tout à fait arbitraire. 

THÉORÈMES SUR LES INTÉGRALES AUX DIFFÉRENCES FINIES. 

738. Dans le calcul intégral, / f{x) dx représente la 

somme des valeurs de la différentielle f{x) dx quand x 
varie àeahb. L'intégrale aux différences jouit d'une pro- 
priété analogue. 

Soit F(j:) u^e fonction dont la différence finie est 
f(x). On a, quel que soit x, 

AYÇx) ou F(a:H-/i)-^F(x) = /(x). 

Appelons Xo, ^i, X^^. • • , wC„ des valeurs de x croissant 
par intervalles constants et égaux à /i. On aura 

F(:rO*F(.r.)=r/(x.). 



F(.r„)-F(x„_.)== /(•^.^. 
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d'où 

(i) F{a-„)-F{;i:.) = /(x.)-h/(*.)-H...4-/(a:„_.), 
ce qu il fallait démontrer. 

Notons encore, comme exemples de l'analogie des deux 
calculs , les formules 

(3) "^au^a^u, 

conséquences évidentes des formules (2) et (3) du n** 728. 

INTÉGRATION DE Q13ELQUES FONCTIONS. 

739. On a trouvé (73S, 2*') . 

A.a'=za'{a''^ 1), 
d^où l'on tire, en intégrant, 

Si Ton donne à x les valeurs o, i , 2, . . . , n — i , un a 
A = I, et en appliquant la formule (i), on aura 

£i" I a* I 

I + fl -H û' -H . . . -f- a"""' = ï- = — -• 

a — I /i -■ I a — 1 

C'est la formule connue qui donne la somme des termes 
d'une progression géométrique. 

740. On a trouvé (735, 3<>) 

À sin {ax -f- 6) = 2 sin - iï^ ces ( nx -| h 4 ]: 

h ., . 
changeons x en or » il vient 



2 



A sin i ax 
d'où 



lax \- à\ = 2 sin - «// cos (ax -^. b), 

m I fl.r ^ I 



y^ cos [ax -\- b) = 

2 sin - ah 

9. 
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En faisant a: = o, i, 2, . . . , n — i , on aura 
cmb -f-cos(/i -h ^) -h cos(2<i 4- à)-{-. . .-4- cos[(/i— i)«-hè] 
sin[(,»-i)a+t]-siD(fe-g) 



. 1 

2 sm - a 
2 



c'est-à-dire , 

cos6 + cos(û ■+■ 6)-4-cos(2a -h ^,)4-- • •+ cos[(/i — i)û4-^] 

. na / /î — I , \ 

sin — cos 1 « + 61 



. I 
•sin - a 
2 



On trouverait de la même manière 
sin^ -f- sin (tf + ^) -+- sin (2 û + ^) •+-... -f- sin [(« — 1) a + b] 



sm — sm 
2 



i^'-') 



. i 
sin-« 
2 



741 . ^n intégrant la formule du n° 734 , et rempla- 
çant X par X — A, et n par w 4- 1, on a 

l ^J^(^'¥-h)...[x-^(n--i)h] 

( («lllp '■ "^^• 

On tire de la seconde formule du n*^ 735 , 

y l 

(2) ; ^•»(* + ^)...[^-H(/î-i)^] 

' X 



{n — i)h xlx-h h)(x 'h^h)...[x-j-(n — '2)k] 

En changeant x en m-+- A, dans la formule (i), puis 
faisant A = i , on aura 

1.2. 3... «H- 2. 3. 4... (•«4-1)4- 3.4.5,,. («4- 2) 4-... 
/jx I 4-'w('n 4-i)(/w 4- 2). . .(m 4-«-r-ï) 

_ /yi(m4-i)(/w -h 2)...(/?i -f-/t) 
"~ /i4-i 

II. 16 
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Ici la constante est nulle parce que le premier membre 

est nul pour m = o. 

Par exemple, si n = 3, on a 

•I. 2. 3 -+-2. 3. 4 -h 3.4.54-...+ m (ot + i) (m -h 2) 
= -r/w (m H-i) (/n -f- 2) (m -f- 3). 

On tirera de même de la formule (2) 



,. ,1.2... H 2.3. . .(/i-hi) '" in(iw+i)...(iw+«— i) 

^ ^ r ' ! 1. 

n — I Li.2.3...(/î — 1) i»(OT-f-i)...(m+ff)J 
Par exemple, on a , pour n = 3, 



' +-4^4 • 



1.2.3 2.3.4 3.4-5 "' /w (w-f-i) {wi + 2) 



4 2 /Il (/Il +1) (m 4- 2) ' 
pour n = 2, 



-^-f-->.+ ^/ " . .x = I- 



1.2 2.3 * ' m{m -hi) in-f-i 

Il est facile de vérifier ce dernier résultat , car le premier 
membre peut se mettre sous la forme 

et la somme de ces termes est évidemmetit 

I 

I . 

rn-hi 
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Suite du calcul inverse des différences, — Intégration des fonctions entières. 
— ÉTaluation des sommes par les intégrales ordinaires et des intégrales 
par les sommes. — Formules étinterpolation. — Formule de Newton. — 
Formale de Lagrange. -^ Approximation des quadratures. 



' INTÉGRATION DES FONCTIONS ENTIERES. 

742. L'intégrale d'un polynôme du degré m 

/ (;r) = A^" -h B x^-' -h CoiT-^ •+-..., 
devant être un polynôme du degré m -H- 1 , posons 

A', B', C',. . . désignant des coefficients inconpus. 
On doit avoir 

M[(x H- ^)"+' — a^-^'] + B'[(^ -h A)*"— «-] H 

ou bien 



(/w-hi)A'A 



0- (m-H^ .,,, 



1 .2 



Wmh 



1.2.3 



A'/i' 



a:^^ 



m(m — 1) ^, ,, 

H i *-Wh^ 

1 .2 



= A x« -h Baf»-' -h Caf^^ 



En égalant les coefficients des mêmes puissances de x 

16. 
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dans les deux membres, on aura 

A = r-r-> 

(/?H-l)A 

mh 2 

7IÏ H- I 2 2 

et ainsi de suite. 

Pour trouver "V JC", il suffit de faire A = i, B = o, 
C = o, etc., et l'on a 



(m-hi)h' 



B' 



I 

— > 

2 



t. =r »•••? 

2 

d'où 

V'ar^ = r-T'^'*'' ^ H iw^x"""' — ..., 

-^ (iii-hl)/î 2 12 

On voit que le premier terme est égal à l'intégrale de 
afdx divisée par h et que le coefficient du second est 

égal à -; — 

2 

743. On peut trouver ^^ a:"*, et plus généralement 

V /(j:) par la série de Taylor. On a 

/(^-f-A)-./(^) 
ou A/(;r)=r/i/^(^)+^/"(x)4-....; ' 

ce développement se termine de lui-même quand /(a:) 
est une fonction entière de x. 
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Si Ton intégre les deux membres, on a 

/(x) = A^/'w+i^i; /"(-)+• -. 

iet si l'on f08ef{x) = ac^+S 






jf*-»+. 



Pour déduire de là V x"*, il faut faire successivement • 
m = G, I , a, 3 ... ^ on aura- 



Si l'on fait A = i, et qu'on donne à x les valeurs o, i, 2, 
3. . .n, ce qui change Sa:"* en Sx^'-M-o:"*, on aura les 
sommes des puissances des nombres i, 2, 3,..., /i, savoir: 

S, = -/!»-♦--/» =^— ^ ■\ 

2 2 2 

I . I , I /l(/l4-l)(2/l+l) 

4 24 4 



On remarquera que la somme des cubes des n premiers 
nombres est le carré de la somme de ces nombres. 
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SOMMATION DES PILES DE BOULETS. 

744. Considérons d^abord une pile à base triangu- 
laire. Soit n le nombre des boulets contenus sur un côté 
de la base) la base contiendra un nombre de boulets égal à 

^ «(/î-Hi) 

I + 2-h3...-+-/l= ^ ^ 

2 

Pour avoir le nombre total Ndes boulets ^ il faut faire 
successivement /i = i) 2, 3, etc., ce qui donnera les bou- 
lets contenus dans les diverses tranches à partir du som-^ 
met. Le nombre cherché est donc égal à 

1.2 2.3 3.4 . «(/ï4-i) 

1 1 • • • H ) 

222 2 

ou, d'après la formule (i) du n® 741, 

(1^ pf_ «(^-t-l)(^+2) 

^ ^ 1.2.3 

Si la base de la pile est un carré dont chaque côté ren- 
ferme n boulets, le nombre des boulets de cette tranche 
sera n*, La somme de toutes les tranches sera donc 





1+2' 


+ 


3» -h. 


..+ «« 


et Ton aura 


(743) 








(2) 


N = 


"± 


6 


»«-n) 



Soit enfin une pile rectangulaire. Appelons n le nom- 
bre des boulets contenus dans le petit côté de la base et 
a + i le nombre des boulets qui forment la rangée supé- 
rieure de la pile. Par Tune des extrémités de cette ran* 
gée, concevons un plan parallèle au plan du triangle équi- 
latéral qui aboutit à Tautre extrémité. La pile se trouve 
alors partagée en une pile à base carrée et un prisme 
dont l'arête la plus élevée contient a boulets. Donc si 
Ton nomme N le nombre des boulets de la pile, on aura 
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OU 
(3) ^_ n(n-hi) r a'hi-h2{n-haU 

or a+i est le nombre des boulets de l'arête supérieure 
eln^a le nombre des boulets d'un côté de la base : 
donc le nombre des boulets iTune pile triangulaire est 
égal au nombre des boulets contenus dans Fune des 
Jaces triangulaires^ multiplié par le tiers de la somme 
des nombres de boulets contenus dans les côtés parai- 
lèles de la pile. 

Il existe une analogie évidente entre la formule (3) 
et celle qui donne le volume d'un prisme tronqué, 

ÉVALUATION DES SOMMES FAR LES INTÉGRALES ORDINAIRES 
ET DES INTÉGRALES PAR LES SOMMES. 

745. Soit 

Y[x)=jf{x)dx 

On a, par la formule de Taylor, 

F(xH-A) — F(jr:) 

Donnant à x les valeurs x„, Xi, x,, . . . ,ar„_i et dési- 
gnant x„ par X, on a 

F{a:,)-F(x.) 

F(x,)-F(«.) 

•" F(X)-F(W-.li) 

= V(x,_,)4-^/'(x„-,)+ ^/" (X.-.) 
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et, en ajoutant membre à membre, 

F (X) - F (x.) = A !/(*,) +/{x, )-(-... -|-/(x^,) ] 



Posons 



/"C*.) +/'{*.) -fr-. •-+/'(*«-.) = S/(x), 

Comme F (X) — F (xo) n'est autre chose que Tintégrale 
définie de f[x) dx^ prise entre les limites Xo et X, l'é- 
galité précédente pourra s'écrire 

pf{x)dx:=.h S/(x) -H '±-^f' (x) -r 7|73S/"(*)+.- 

Remplaçant /(a:) successivement par /' [x)^f"(x)...^ 
on aura 

/ (X)-/ (x.) = AS/'(x)+^S/"{x) + ^S/-{x)+... 
/' (X) -/'(x.) = AS/"{*)+-^S/- (x)+ -^ S/" (x) +... 

/-(X)-./"(:r.) = AS/'"(:i:)-h^S/-(.r)+... 

Multipliant ces égalités par i , A A, B A', C A^ . . . , et ajou- 
tant, il vient 

J /(x) di + AA[/(X) -/{x.) ] + B A' l/f (X) -/'(x.)] 
H.CA»[/"(X)-/''(x.)]-f.... 
(,) ^ =AS/(x)4-A«S/'(x)(^+a) 
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Le second membre de cette égalité se réduit a h Sf(x)^ 
si l'on pose 

I 

hA=:o, 

1.2 
T A 

•4- — - -h B = G, 



I .2.3 I .2 

r A B ^ 

H 5 H h- C = G, 



1.2.3.4 1-2.3 1.2 

d'où Ton tire 



2 



B= —, 

12 
C= G, 

D= -L, 

720 

E = o, . . . 



de là résulte 

(=») { +^A[/'(X)-/'(x.)] 

- ^ A' [/"(X) -/'"{*,) ]+..., 

formule qui sert à représenter une somme au moyen 
d'une intégrale définie. 

746. L'équation (2) , résolue par rapport à I f{x) dx^ 

fera dépendre la détermination d'une intégrale ordinaire 
de celle d'une intégrale aux différences finies. En rem- 
plaçant S/(x) par /(Xo)-t-/(:r,) ^-/(xî)^-.. ., on 
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aura 

.X 



ix 



' /(*)^ = A[>Ifi)+/(^.) +/(,.) +...+^j 



(3)( __La'[/'(X)-/'{*.)] 

~A"[/'{X)-/'"(x.)3+.-- 

On remarquera que le coefficient de h est égal à la 
somme des trapèzes inscrits dans la courbe j- =y (x), et 
déterminés par des ordonnées équidistantes. Quant au 
premier membre, il représente Taire de cette courbe. 

. 747. La détermination des coefficients A, B, C,. . ., 
peut se faire au moyen d'une fonction particulière, 
puisque leur valeur numérique doit être indépendante 
de la fonction /(x). Si Ton prend 

on a 

.X- 

/(x)rfx = i?^ — ^'% 



/ 



S/ (X) = ^« + tf*o + * -h ... -h €"» + («-')* = —r-il\ 

' e'* — I 

puisque X = Xo -t- wA. 

Si Ton porte les valeurs précédentes dans Féqua^- 
tion (i)^ le facteur e^ — e'» se trouvera commun aux 
deux membres, et, en le supprimant, on aura 

(4) -r^ = 1 +AA-hBA«H-CA»+,... 

Il suffit donc de développer -^ suivant les puissan- 
ces de /i, ce qui se fera par la formule de Maclaurin. 
On sait déjà que A = : Tégalité (4) revient donc à 
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la suivante, 












I -hBA» 


4-CA3 + ...= 


h 


h 
2 


" 2 (e* 


-0' 


)u bien 

1 H-BA»4-CA*-hDA« 


4-.,.: 


2 


A 


2 
A" 










e^-e' 


2 



25l 



Le second membre ne change pas quand h est remplacé 
par — A. U en résulte que le premier membre ne doit 
renfermer que des puissances paires de h. On a donc 

G = Oy E = G, • . . . 

FORMULES d'iNTERPOLATIOIT. FORMULE DE NEWTOS. 

748. L'interpolation a pour objet de trouver une 
fonction d'une variable, connaissant les valeurs de cette 
fonction qui correspondent à un certain nombre de valeurs 
données de la variable. Ce problème est indéterminé 
tant qu'on ne fixe pas la forme de la fonction cherchée, 
car il revient à faire passer une courbe par des points 
donnés, ce qui peut se faire d'une infinité de manières, 
tant que la courbe n'est pas définie. Le problème de 
l'interpolation devient déterminé quand la fonction est 
donnée de forme et qu'elle renferme autant de paramè- 
tres distincts qu'il y a de valeurs données de la fonction. 
Par exemple, si l'on se donne ^ 4- i valeurs d'une fonc- 
tion entière du degré w, pourn -h i valeurs de la varia- 
ble, on aura /» -t- i équations pour déterminer les w -f-i 
coefficients inconnus. 

Nous examinerons d'abord le cas où les valeurs de la 
vjairiable sont équidistantes. 

Soient donc 

•^•> •'^l> ^2> • • *9 "^«î 

n+^i valeurs équidistantes d'une variable^ et soit A leur 
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différence constante. En choisissant convenablement To-^ 

rigine des a:, on pourra faire en sorte que 

x^ =^09 0:1 = hy x-i = 2 /t^ . • . , Xn "^^ nhm 
Soient 

«., tt„ «a,..., «« 

les valeurs correspondantes d'une fonction zi, que nous 

supposerons entière et du n'**"' degré. A l'aide de ces 

valeurs on pourra former les différences successives Auq, 

A*iio, A»£/o, Mais on a (731) 

m (m — i) ^, 

tfo, = u« + m À tf, H A' «0 -H • • • • 

1 .2 

Ce développement de i/,„ s'arrête de lui-même au terme 
qui contient A"* m©, parce que les coefficients des termes 
suivants se trouvent nuls. Ainsi on peut le prolonger 
indéfiniment. En supposant m<^n ou au plus égal à n, 
on peut écrire 

1 mim — I ) 

i «„ =r «0 + m A tt« A i ' A' «0 H- . . . 

{ ) ' ^'^ 

^ J /Il f/w — i)(/w. — 2). . .(//î — «-hO 

\ I .2.3. . .72 

Remplaçons m par t» et posons 

tx X I X \ A'ttft 

^ M X (x \ (x \ A»ao 

Le polynôme m se réduira évidemment à i/,„ pour x = mht, 
par conséquent, il aura les valeurs 

pour X égal à 

o^ hy ihy, • ,f n hy 

et comme il est du n'^'"' degré, ce sera donc le polynôme 
demandé. 

La formule {2) est connue sous le nom de formule 
d'interpolatio» de Newlon. 
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FORMULE DE LAGRANGE. 

749. Supposons maintenanl que les valeurs données 
de or, 

•^OJ ^1) "^5» • ■ «j ^n> 

soient quelconques. Posons 

(i) « = A-f-Bx-i-Ca:'-h...H- Ga:". 

On a pour déterminer les w -i- i coefficients A, B,..,, G, 
les w -i- 1 conditions 

//o=A-hBa:o-l-C^; -H. . .-+-G<, 
a,=:A-t-Bx,-hCarJ H-- . .-hG.r», 



D'après les formules de résolution des équations du 
premier degré, les inconnues A, B, C, ... contien- 
dront Uo, Ui^ • • M "» au premier degré. En remplaçant A , 
B, C,... par leurs valeurs dans la fonction m, et réunissant 
tous les termes qui renferment u^^ Ui . , . , on aura 

tt =: Potto H- PiW| -t- PaWj-H. . . 4- P« «n, 

Po, Pi, Pj. . . étant des fonctions de x et de x©, a:,, 
Xj. . . , a:„. Si l'on fait x = Xq, dans la formule, on doit 
trouver u = «o? ce qui exige que Ton ait 

P,=:l, P, =0, Pjrso, ,.., pourxrraTo, 

car les quantités u^, iii,z/s,..., n'ont aucune dépendance 
entre elles. De même, on aura 

p, = o, P, = I , P, = o, . . . , P„ = o, pour a: = a:,, 

et ainsi de suite. 

La fonction P^ devra donc être nulle pour a: = Xj , 
x = x, , . . . , X = x„ , et comme elle est du n'^""' 
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degré, on peut écrire 

À étant un coefficient numérique. Mais Po doit être i 
pour x = Xoj donc 

d*où résulte 

•■" (*« — x,)(x. — X,). ..(«. — Jr„) 

On trouvera de même 

p _ (j? — Jr,)(ar — x,)...(4? — ar.) 
(*, — Jt.) (or, — X,). . .(xi — ar«)' 

*{X, — X,) (Xj — X,)(Xa— -Xa). ..(X,— X„)' 

et ainsi de suite. En portant ces valeurs dans Texpres- 
sion de u, on aura la formule d^nterpolation de La- 
grange, 

_ (x — xO(x -~x,)...(x ^x„) ^ 
(x« — x,)(x, — x,)...(x. — x„) • 

^ (x — Xo)(x — x,)...(x ~x,) ^^ 
(3) ( (x,--Xo)(x, Xj). ..(x, — x„) ' 



(x —Xq) (x — Xt)...(x — X^_i) ^ 
(x„ — X,) (x„ — x,)...(x, — x„_,) 



Il n'existe pas d'autres fonctions du n**"* degré remplis- 
sant les conditions énoncées, car si Ton avait encore 

tt = A'M-B'xH -hG'x", 

il faudrait que la différence 

A — A' -f. (B — B')x + . . .H- (G — G')x'» 

devînt nulle pour les w -f- i valeurs x^^, Xi , x,, . . . , JC„. Ce 
qui est impossible, car une équation du n**'"' degré ne 
peut pas admettre plus de n racines. 
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750. La formule de Lagrange peut se déduire de la dé- 
composition, en fractions simples, d'une fraction algébri- 
que rationnelle ~ — -> dans laquelle le degré de 9 (x) est 

j \^ ) 

moindre que celui de /(x), et dont le dénominateur a 
tomes ses racines inégales. 
Posons 

on a 

illf)_?W \ ^ y (-g») ' ^ 

Mais® (Xo) = «0 et 

Donc, si l'on multiplie les deux membres^ de Tégalité (4) 
par y(x), on trouvera que ^ (x) ou u est la somme de 
plusieurs termes de la forme 



(ar» — a?,) (oTo — ^,) • • • (^0 — Xn) 



w«. 



FORMULES D APPROXIMATION POUR LES QUADRATURES , 
RECTIFICATIONS, CUBATURES. 

751. L'évaluation des aires, des longueurs, des volu- 
mes se ramène^ en dernière analyse, à la détermination 
d'une ou de plusieurs intégrales définies relatives à une 
seule variable. Mais il est souvent impossible d'eflectuer 
l'intégration indiquée et il faut recourir à des formules 
d'approximation . 

Supposons qu'il s'agisse d'évaluer l'intégrale 






f{x)dx, 
ou Taire de la courbe y •=if{x). 
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La formule d'Euler (746) offre un premier moyen d'ob- 
tenir une valeur approchée de cette intégrale. On peut 
aussi, à Taide des formules d'interpolation, remplacer 
f(x) par une fonction entière du »*''*' degré que Ton 
intégrera, ce qui revient à remplacer la courbe j' =y(x) 
par une parabole du /i'^'"'' degré qui a n points communs 
avec elle. On peut encore prendre une suite de paraboles 
du deuxième degré, et remplacer les parties correspon- 
dantes de l'aire cherchée par celles de ces paraboles. C'est 
cette dernière méthode que nous allons développer. 

Partageons l'intervalle x — .Xo en un nombre pair n 
de parties égales. Par les trois points de la courbe, 
( J^o, Jo), (xo ^- A, Ji), (J^o H- 2 A, Jt), faisons passer 
une parabole du second degré dont l'axe soit parallèle à 
l'axe des y , ce qui est toujours possible , comme Ton 
sait. Désignons par z l'abscisse comptée à partir du pied de 
la première ordonnée. L'équation de la parabole sera 

j=: A-h Bz H- Cz\ 
et nous aurons 

ro = A, 

j. = A-HBA-f-CA% 
jr, = A 4- nBh -4- 4C/i% 
et ensuite 

r j//z= y(3A-j-3BA + 4CA») 

= ^[A-|-4A + 4B^ + 4CA'-j-A + aBA + 4a»]: 
par conséquent , 



On opérera de la même manière sur les autres parties 
de l'aire, et l'on aura une valeur approchée de cette aire 



Digitized by 



Google 



CINQUANTE-HUITIEME LEÇON. aSy 

en faisant la somme de ces parties, savoir 

ce qui revient à 

S = 3[r«+rii4-2(^,-H74-H. ..-f-J«^2)-4-4(r .-hTa-i- . . . +^1.-1) ]. 
Cette formule est due à Thomas Simpson. 



n. 



Digitized by 



Google 



238 COURS d'analyse. 



CALCUL DES VARIATIONS. 

CINOUANTE-NEUVIÈME LEÇON. 

But du calcul des variations. — Définitions et notations. — Théorèmes sur 
la permutation des si|;nes d ci i , I et J. — Variation d'une intégrale 

définie / V dy. — Cas où V ne dépend pas des limites. — Cas où V 
contient deux fonctions de x — Cas où V dépend des limites. 



BUT DU CALCUL DES VARIATIONS. 

752. Dans les questions ordinaires de maximum et de 
minimum, on donne la forme d'une fonction d'une ou 
de plusieurs variables, et l'on cherche les valeurs qu'il 
faut attribuer aux variables pour que la valeur de cette 
fonction diminue ou augmente lorsqu'on modifie très-peu 
ces variables. Dans le calcul des variations^ on considère 
une intégrale définie 

x:>(-^'Ê--) 

qui renferme sous le signe l une variable x^ une .fonc- ' 

tion inconnue j de cette variable, et quelques-unes de | 

ses dérivées, et il faut trouver pour jr une fonction {[x) 
telle, que cette intégrale ait une valeur plus grande ou 
plus petite que si l'on remplaçait f (x) par une fonction 
d'une forme tant soit peu différente. On voit en. quoi les j 

nouvelles questions se distinguent des questions ordi- j 

naires. C^ n'est pas une ou plusieurs valeurs particulières j 
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qu'il faut déterminer, maïs la fornirf d'une certaine fonc- 
tion inconnue ou la valeur dej en fonction de x, 

753. Plusieurs problèmes de géométrie conduisant à 
chercher le maximum ou le minimum d'une intégrale 
définie. En voici un exemple : Étant donnés deuxpmnts 
C et D, ironiser une courbe plane CMD telle, que la 
surface de' rév^olution engendrée par le mouvement de 
cette courbe autour d un axe situé Ox dans son plan soit 
un maximum ou un minimum, 

Fig, ,29. Soit S la surface : en posant 

OA = Xq^ OB = Xi, on aura 



y 


c 

/ 


f 


'r 


j 





A 




? 1 


î X 









Il faut donc trouver une fonc- 
tion i{x) telle, qu'en faisant 
y =i {x) 5 l'intégrale précédente ait une valeur plus 
grande ou plus petite que toutes celles qu'on obtiendrait 
en modifiant infiniment peu la forme de la fonction f (x). 

7o4. La marche à suivre pour résoudre ces nouvelles 
questions diffère peu de celle qu'on a déjà suivie dans les 
questions ordinaires de maximum et de minimum. On 
suppose connue la fonction cherchée : on la fait varier 
infiniment peu, et Ton exprime que la valeur de l'in- 
tégrale augmente si cette intégrale doit être un minimum, 
ou diminue si elle doit être un maximum. Mais pour arri- 
, ver à ce résultat il faut trouver les accroissements ou 
variations dey et des quantités qui en dépendent, quand 
on change la fonction de x qui exprime y. 

DÉFINITIONS ET NOTATIONS. 

755. Soit 
l'équation d'une courbe CMD, et 

'7- 



Digitized by 



Google 




260 COURS d'analyse. 

Téqualion d'une autre courbe C'!S D' qu'on obtiendrait 
en faisant varier extrêmement peu la fonction f (x). Si l'on 
appelle âj T accroissement de F ordonnée MP quand 
Fig, i3o. on passe à la seconde courbe, 

Tabscisse restant la même, on 

aura 

5^ — NP — MP, 

ou ^j=.f(.r) — f(x). 

Cette différence ây est ce. que 
Ton nomme la variation de l'ordonnée ou de la fonction. 
On voit par là que la différentielle est l'accroissement 
de l'ordonnée quand on passe du point M à un point in- 
finiment voisin sur la même courbe^ tandis que la varia- 
tion est l'accroissement de cette même ordonnée quand 
on passe du point M à un point infiniment voisin sur une 
courbe infiniment peu différente de la courbe donnée. 

756. On ramène les variations aux différentielles en 
regardant j comme une fonction de x et d'un paramètre 
arbitraire t. Soit 

r = ? (^> 0, 

et supposons que 9(5?, t) devienne y (j:) pour une cer- 
taine valeur de r, et que pour une valeur peu différente 
t'\-St^ cette fonction devienne § (x). En appelant dy l'ac- 
croissement infiniment petit de j, lorsque t reçoit l'ac- 
croissement dt^ on aura 

Si au contraire t reste constant, on a 

dfû 
dr = -r- dx. 
•^ dx 

Ainsi dy et ffy sont les différentielles d'une même 
quantité ; mais âj est la difïérentîelle dej^ considérée 
comme fonction de ^, x restant la même 5 taudis que df 
est la différentielle de /, considérée comme fonction dex, 
t ne changeant pas. 
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787. Il est souvent nécessaire de faire varier à la fois 
jc et jy quand on passe de la courbe proposée à la courbe 
infiniment voisine. On représente alors par âx et par èy 
les accroissements, d'ailleurs arbitraires, de ces deux 
variables. On peut, sans établir de liaison entre ces ac- 
croissements, regarder x eij comme des fonctions d'une 
variable indépendante w, et d'un certain paramètre f: soit 

On supposera ensuite que pour une valeur particulière 
de f, par exemple t = o^ j devienne une certaine fonc- 
tion dé x^ f (^) ^^ q^c X devienne une fonction quel- 
conque de w, y^(w). On aurait donc 

ff(u, o) =/(«), ^{u, o)=:f[/(tt)]. 
En faisant ensuite varier t d'une manière continue, à 
partir de o, la forme de la fonction de .r, représentée 
par j^, changera insensiblement. 

Pour avoir les variations de x et de j*, on multipliera 
par ât les dérivées de (f (m, t) et de ^|^(w, /) par rapport 
à f , et l'on aura 

au lieu que, si laissant à t une valeur constante on fai- 
sait varier «, on aurait 

dx ^= -T du. dr =^"r- du, 
du du 

7S8. Lorsque x et j^ prennent les accroissements dx 
et dy, toute fonction U, qui dépend de x, de j^, et d'une 
ou de plusieurs dérivées de y par rapport à x, prend un 
accroissement correspondant AU. Ou appelle ^variation 
de U la partie de AU qui ne dépend que des premières 
puissances des variations dx et à y. 
Or, d'après la formule de Taylor, on a 
^, dV . d\} ^ 

dx dy 

I r^u , , d\} ^ , r/^U , "I 
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On aura donc 

^„ dU ^ dU ^ 
dv dy 

Si Ton considère x et y comme des fonctions d'une va- 
ûablç indépendante u et d'un paramètre t^ on aura 

dt ' 
•-7- désignant la dérivée^ par rapport a £, de U considérée 



dt 



d± 



comme fonction de x, r. -^> —;— • • • > et ces dernières 
^ ^ dx dx 

quantités commerdes fonctions de f. 

759. On appelle varûztio/i ^eco/i^fe.d'ime fonction U, 
la variation de ^U : on la désigne par ^*U. La varia- 
tion de cette dernière est appelée variation troisième de 
U et se désigne par (î'U : et ainsi de suite. 



THÉORÈMES SI3R LA PERMUTATION DBS SIGNlES 

dwid. I ET â. 



'•/■ 



760. La variation delà différentielle d'une fonction 
de X est égale à la différentielle de la variation. 
Eu effet on a (758) 

$,dl]=z—-^dudt, 
dt ' 

• dl] 

d'—- 

d.Sl]=:—-l-duit, 
du 

Doue 

^.dV=:d.S\], 

ce qu'il fallait démontrer. 
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761 . On conclut de là 

puisque 

$.d'V = dd.dV = d.SdV = d.d.dV, 

et généralement 

S'^d'^V =^d^S"'t. 

762. Réciproquement, on peut aussi in ten^erUr Tordre 
ries signes â et 1 - 

En effet, soit 

soient Uq et Mj les valeurs de la variable indépendante /* 
qui correspondent aux limites Xo et x, : on aura 



dr 
V — du. 
du 



I \dx = / 
Supposons maintenant que t se change en t-\-dt\on 



aura 



Ju, du 

Puisque les limites Mq et Ui sont indépendantes de la 
variable t à laquelle se rapportent les différentiatîons in- 
diquées par la caractéristique â, on peut dîfférentier sous 

le signe i et l'c 



[ on aura 



"'=/"■' ("£)''"* 



mais u ne variant pas avec f , on a 

${yda:) 



'('S)=' 



du 
et si l'on opère l'intégration par rapport à a:, il vien- 



Digitized by 



Google 



264 COURS d'avàlyse. 

dra 






OU bien 

tîl ydx=zl ^{ydx), 

ce qu'il fallait démontrer. 

VÂRlATIOir d'une intégrale définie. CAS ou LA FONC- 
TION sous le signe / NE DÉPEND PAS DES LIMITES. 



'/ 



763. Proposons-nous de trouver la variation de l'inté- 
grale définie 



h: 



ydx. 



où V désigne une fonction quelconque' de x, de^ et d'un 
certain nombre de dérivées de y prises par rapport à x. 
Pour simplifier^ nous supposerons que le nombre de ces 
dérivées se réduise à deux : soit 

D'après le théorème démontré (762)^ on a d'abord 

(i) SV— f '9{\dx). 

Mais 

Or on a en général 

Çyd$x=:yèx-^ jSxdy-^c. 

Donc, si Ton appelle (\dx)^et (V^x)i les valeurs de 
Ydx pour x= x^ et pour x = Xi, et si l'on pose> pour 
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abréger, 

j;v^x)i=(V5a;).-(v^:c)., 

on aura 

Substituant cette valeur dans l'équation (i) qui revient à 

il en résultera 

(3) 8\i=z{y^x)\-^ Ç/^\Bydx—$xd\). 

Par (^tte première transformation, la fonction V n'entre 
plus sous le signe 1 que par sa variation et par sa diffé- 
rentielle. 

764f. Posons maintenant 
//X m* ^V ^, d\ „ d\ ^ dS 

on a 

Portant ces valeurs dans l'équation (3) et remplaçant 
% il vient 



dy dp dq ., . 



On voit que la fonction V n'entre plus sous le signe d'in- 
tégration. 

765. Pour simplifier encore cette expression, posons 
(6) ^ = ^y—p^x, 
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oi) représentant la difTérence des ordonnées qui corres- 
pondent, dans les deux courbes (755), à Tabscissear-l-cù: : 
on aura 

iifù = d$y — pdix — dpê.r^ 

ou 

W&) z=z Sdjr — pd$x — dp$x. 

Mais, à cause de dy = pdxj on a 

Sdjr =zp$dx -h Spdx =z pd$x -H Spdx, 
donc 

dvi = êpdx — dpSxy 
d'où 

(7) di""^^^'^ ' 
On trouvera de la même manière 

(8) — = Sq-r3a:. 

On peut donc mettre l'équation (5) sous cette forme 

(9)*jr''vrfx = (V*.:):+jr''(N« + pg + Q^)^. 

766. On peut encore simplifier le second membre de 
cette égalité et faire sortir du signe i les dérivées de la 
fonction arbitraire w. On a, en intégrant par parties, 

\ V -r-dx=z^(à -^ 1 M-—dx, 
J dx J dx 

De même, en intégrant deux fois par parties, 

r^^^'w , ^d<A r/Q r iPQ^ 

J ^dx' ^ dx dx J dx' 
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Substituant ces valeurs dans l'équation (9), on aura 
(.o).jf"v«/x=[v..-H(p-g).-HQg]; 

formule dans laquelle —9 -j-f sont les dérivées de P et de 

Q, par rapport à x, en considérant j", p, g comme liées 
à x, au moyen de Téqualion inconnue y = f (x). 
En posant, pour abréger, 

(■•> ^=h'-(''-'^)".+4:];' 

la formule (10) pourra s'écrire plus simplement 

OU bien 

(I) e Ç We/x=r4- Ç''\KSx^Kp$x)(ix, 

puisque Ton a (ù=: ày — pdx. 

767. On peut piettre F sous une autre forme, en rem- 
dtù 

w =3: §y — p^x^ 



plaçant w et — par les valeurs 



dx 
Il vient alors 



^ p — q B X. 



= \\y-\^--'^)i>~^'iY^[^-'^,Yy'^^h 
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CAS ou LA FONCTION V RENFERME DEUX FONCTIONS DE X. 

768. S'il entrait dans V une autre fonction z contenant 
X et quelques-unes de ses dérivées, on obtiendrait la varia- 

' V dx par un calcul analogue au précédent. 

Soit 

V /•/ dy cOy dz d}z\ 

S j V^a:=r'-h j (K«-f.K'«')£/2r, 



on aura 



en posant 



dz , d^z 

di = P^ 5J' = ^' 

il^^. lX-.p. ^--0' 

(ù^ = $z — /?'^x, 

d?' d^q' 



K' = N' 



dx dx* 



Quant à là partie désignée par F', on l'obtiendrait en 
ajoutant à F les termes qui résultent du changement des 
quantités P, Q, /;,. . . en P, Q', p^ . . . dans l'expres- 
sion (ii) du n« 766. 

cas ou la fonction v dépend des limites de 
l'intégrat^ion. 

769. Revenons au cas où la fonction V ne contient 
qu'une seule fonction de x^ mais supposons maintenant 
qu'elle dépende des limites x^ et x^ de l'intégration. Il 
faut, dans ce cas, ajouter à la variation de l'intégrale les 
termes qui proviennent de la variation de c es limites, sa- 
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voir 

^^ \da:, dy, dp, '^ dq, ^ ) 

f » [dy ^ d\ ^ d\ ^ d\\ \ ^ 

Maïs comme dxo, djo^ . . • , J^i, cîyi,* . . sont des con- 
stantes dans l'intégration relative ^ x^ on peut écrire sous 
la forme suivante 

A '^^^ Jx, dro J^^ dx, 

les termes .qu'il faudrait ajouter à F. Les intégrales 
I -r— ajc, I --- rfx, . . . , ne contiennent plus rien 

Jx^ aOTj jj^ dy, 

qui dépende des variations. 

On compléterait de la même manière la valeur de 

d j Ydx^ si V contenait deux fonctions, j^j z avec les 

dérivées de ces fonctions, et leurs valeurs aux limites. 
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SOIXANTIÈME LEÇON. 

Suite de la variation d'une intégrale définie. — Autre moyen d'obtenir la 
variation d'une intégrale définie. — Maximum et minimum d'une inté- 
grale définie — Conditions relatives aux limites. ~ Cas où la fonction V 
contient deux fonctions de x. — Applications. — Ligne la plus courte 
entre deux points, — d'un point à une courbe, — entre deux courbes. 



AUTRE MOYEN d'oBTEWIR LA VARIATION d'uNE INTÉGRALE 
DÉFINIE. 

770. Les calculs par lesquels nous venons d'évaluer 
la variation d'une intégrale définie peuvent être modifiés 
dans les applications. 

On a obtenu la formule 






Après avoir remplacé dans V, qui est une fonction de x^j^ 

p et q<f ces deux dernières quantités par — > — — ' ^ on 

prendra la variation de \ dx en considérant x, j^ dx^ 

dr 
dy^ d — comme des fonctions du paramètre t. Le résultat 

contiendra, sous forme linéaire, les variations $x^ ày 
et $dx^ ^dy^ . . . , ou les différentielles dàx^ ^^Jt • • • • 
Comme on doit ensuite intégrer, par rapport à x, on fera 

sortir du signe l -> au moyen de Tintégration par par- 
ties, les différentielles des variations dx^ âj^ de sorte 
qu'il ne restera, sous le signe, que ces variations multi- 
pliées par des quantités qui en sonj indépendantes. Le 
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résultat sera de la forme 

(II) S C \da:=zT-^ f ' (ti$x-hKSr)dx, 

H et R étant des fonctions connues de x, j et des déri- 
vées de y^ mais ne contenant pas les variatiotis de ces 
variables. Si Ton compare ce résultat avec celui qu'on a 
trouvé plus haut( 766) 



(I) 






on en conclut que F et R doivent être les mêmes dans 
les deux expressions, et Ton a identiquement 

H — — K/?. 

771 . Le calcul qui a donné Téqualion (I) n'a servi qu'à 
mettre en évidence cette relation. Dans les applications, 
on suivra la marche qui a donné la relation (II), sans 
passer par l'intermédiaire de la quantité auxiliaire w et 
sans recourir aux formules générales (766J. 

Si Ton ne'faisait varier que y sans faire varier or, la 
fonction oa se réduirait à Sy et l'on trouverait 

P se déduisant de F, par la suppression des termes qui 
renferment âxo et cîx,. 

Si l'on faisait varier x saus faire varier j^, on aurait 

§j ' ydx=T" -h f 'ns^mtc 

Jx^ Jx^ 

F'' étant ce que devient F quand on y fait âyo = Oy 

d>i = o. 

772. Les mêmes remarques s'appliquent au cas où il 
entre dans la fonction V une a:utre fonction z de x avec 
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ses dérivées p^ et 17'. On arriverait à une équation telle 
que 

Mais la marche suivie pour trouver la relation (II) don- 
nerait encore 

et ces valeurs devront être identiques. Il faut donc que 
Ton ait 

H=:-(K/i + Ky). 



MAXIMUM ET MINIMUM D UNE INTÉGRALE DÉFINIE. 

773. Proposons*nous maintenant de déterminer la va- 
leur de j en fonction de x qui rendra l'intégrale 



•/x„ 



\dx 



un maximum ou un minimum. Pour fixer les idées, sup- 
posons que U doive être un minimum et soit y z=:f{jjc) 
la fonction cherchée; Il faut quen donnant à x et kj 
des accroissements arbitraires et infiniment petits dx et 

dy, l'accroissement correspondant de l'intégrale I Vdx 

soit constamment positif, quels que soient les valeurs et 
les signes de dx et de èy. Or l'accroissement de cette in- 
tégrale se compose de deux parties. Si l'on pose 

la première partie dU renferme les variations ix^ (îj, 
dp^ àq au premier degré et sous forme linéaire*, la se- 
conde partie contient les puissances de ces variations su- 
périeures à la première et leurs produits. Quand dU n'est 
pas nulle, le rapport de p à <ÎU a pour limite o. Donc si 
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Ton suppose âx et dy infiniment petites, le signe de ÛU 
sera le même que celui de cîU. Il faut donc, pour que U 
ait une valeur minimum, que Ton ait dU = o : car au- 
trement, en changeant les signes des variations âx et ây 
sans changer leurs valeurs absolues, le signe de â\] et 
par conséquent celui de ÛU serait changé et U ne serait 
pas un minimum. Ainsi 

^U==o 

est la condition du minimum; c'est aussi celle du maxi- 
mum, car la différence AU doit aussi, dans ce cas^ être 
toujours de même signe, ce qui ne pourrait avoir lieu si 
la variation de U était différente de o. 

La condition dU = o n'est pas suffisante pour qu'il y 
ait maximum ou minimum. En effet, d'après la série de 
Taylor, on a 

AU = ^U + — ^'U H !-^o^U + . . . ; 

1.2 .1 .5^.3 

si dU est nulle, le signe de AU dépendra de celui de (î*U 
pour de petites valeurs de dx et de dy. Par conséquent, 
si (î*U reste toujours positive, lorsque les variations âx 
et dy changent d'une manière quelconque, tout en restant 
infiniment petites, U sera un minimum. Si, au con- 
traire, d*V reste négative, quels que soient dx et ây^ 
U sera un maximum. Enfin U ne sera ni un maximum ni 
un minimum si (î'U peut changer de signe. Mais on est 
souvent dispensé de cet examen par la nature de la ques- 
tion, qui indique clairement l'existence d'un maximum 
ou d'un minimum. 

774. L'équation (ÎU = o revient à 

Je dis que cette équation entraine les deux suivantes 

(2) r = o, K-rro. 

11. î8 
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Et d'abord la fonction K doît être nulle. En efTei, sup- 
posons qu îl n^en soit pas ainsi. On peut, pour chaque va- 
leur de X comprise entre Xq et Xi, changera volonté les 
valeurs de âx et de dj qui sont arbitraires, et conséquem- 
ment celle de a> ou d^ — p dXj en supposant constantes 
les valeurs de cîxo, (Jj^o? ^Po^ ^J^i? ^J^n àp^ qui sont 
relatives aux limites Xo et x^. Mais le terme F, qui ne 
contient que les variations relatives aux limites, resterait 

constant, tandis que l'intégrale i Ktùdx, contenant la 

fonction arbitraire w, ne pourrait pas toujours conserver 
la même valeur quelle que fût cette fonction o), et par 
conséquent Téquation (i) ne serait pas toujours satisfaite 
si K n'était pas zéro. 

On peut d*ailleurs établir ce point de la manière sui- 
vante. Comme o) est une fonction arbitraire, en la choi- 
sissant de manière qu'elle ail le même signe que K pour 
chaque valeur de x, si la quantité finie F est positive ou 
nulle, ou qu'elle soit de signe contraire à K, si F est 

négative, la somme F 4- 1 ¥%.(ùdx serait positive dans 

le premier cas, négative dans le second, au lieu d'être 
nulle. Il faut donc qu'on ait K =r o, d'où résulte aussi 
F = o. 

CONDITIONS RELATIVES A€X LIMITES. 

775. Dans le cas où V ne contient que x, r, p et q^ 
l'équation 

K = o, 

ou N — ---f--— ^ = 0, 

ax djc- 

est du quatrième ordre, puisque -r-— t'ontient -7-^ ou — ^' 

Il faudra intégrer cette équation, et l'on aura un résul- 
tat de la forme 

j = f(r, c, c, c/', a"), 
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contenant quatre constantes arbitraires. Pour les déter- 
miner il faut avoir égard à Téquation 
r = G, 

relative aux limites de l'intégration. Mais il est néces- 
saire de distinguer plusieurs cas. 

I**. Si Von se donne les valeurs de x^y^ p^ q aux deux 
limites, les variations de ces quantités étant nulles à ces 
limites, Téquation r = o est identiquement satisfaite, 
et si l'on représente par f ' (a:, C, C C", C"') la dérivée 
de f (jr, C, C, C^ C"), on aura 

/jr. = f(^o, c, C, C\ O"), 

^ j/,o = r(.ro. c, c, a\ C-), 

^'^ r.=f (^., c, c, c\ C"), 

c'est-à-dire quatre équations qui déterminent les quatre 
constantes inconnues. 

2**. Si l'une des six quantités j^o? Jq^ Pat J^i^ J'u Pi 
reste arbitraire, pi par exemple, l'équation F = o se 
réduit à Q, = o, ce qui, avec les équations (i), fait cinq 
équations pour déterminer les quatr.e constantes et la va- 
leur de pi, 

3**. Si l'on avait entre les valeurs de x, r^ p? relatives 
aux limites, une équation 

(2) y (a:o, Jo. Poy ^i, J., />i) = o, 

on différeutierait cette équation par rapport au paramè- 
tre /, et l'on aurait 

dx^ dy, -^ dp^ dx, dy, -^ dp, ^ 

En portant la valeur de àp^^ tirée de cette équation, 
dans l'équation F = o, il faudra égaler à o les coefficients 
de cî^o, cîjo» ^/^05 ^^1 et dyj. On aura donc cinq équa- 
tions qui, réunies aux équations (i) et (2), suffiront pour 
déterminer les dix inconnues C, C, C", C, Xo, y^^ p^y 

18. 
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Ces eicemples suffisent pour montrer comment on de- 
vrait opérer si Ton avait deux ou un plus grand nombre 
d'équations relatives aux limites. 

CAS ou LA FOKCTION V COMTIEMT DEUX POP^CTIONS DE X. 

776. Supposons maintenant que la fonction V con- 
tienne deux fonctions y elzàe la variable x. On aurait 
alors 



(I) 






Cette équation équivaut aux suivantes 

(2) r=,o, K = o, K' = o. 

En effet, tù et w' sont deux fonctions de x arbitraires et 
indépendantes Tune de Pautre, et F ne coptient que les 
valeurs des variations relatives aux limites de Fintégrale \ 
donc, si K et K' n étaient pas. nulles, en laissant cons- 
tantes les valeurs des variations relatives aux limites, on 
aurait F = o, tandis qu'on pourrait faire varier tù et w' 

de telle sorte que Tinlégrale / (Kw -h K'co') dx ne fût 

pas égale à o. On doit donc avoir 

K = o, K' = o, 

et par conséquent 

r =0. 

Les deux premières équations déterminent^^ et z en fonc- 
tion de X, La troisième sert à déterminer les constantes 
introduites par l'intégration des deux première». 

777. Nous avons supposé que y ei z étaient des fonc- 
tions indépendantes Tune de l'autre. S'il existait entre 
elles une relation 

(i) F(^, r, 2) = o, 

les varïa'tions (îy et dz ne seraient plus indépendantes. 
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On doit avoir, dans ce oas, 

dl\ dF^ dF^ 
dx dy dz 

équation que Tou obtient en différentiant rcquation'(i) 
par rapport à t. Remplaçons dj eldz par leurs valeurs 

^j ;=/?^x + w, ^zz=z p'^x '\-tà' : 
il vient 

- dx dy dz 



ou 



IdF dF dF A ^ f/F dF , 



ou eutin 






(2) 




dF dF , 


car on a 








dF 
dx 


* dF dF , 



en différentiant l'équation (i), par rapport à x. 
DeTéquation (a) on déduit 

fl[F 

et, par conséquent, 

s C''\dx = r-h f 1 K~K'^ \o>dj:. 



Pour que cette variation soit nulle, il faut que Ion ait 

^dF ^,,dF 

r=:o, K- K'-r-=o. 

dz dy 

Cette dernière équation et Téquation (i) feront connaî- 
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ire j et z en fonction de x. Quant à l'équation F = 0, 

elle servira à déterminer les constantes. 

778. On peut aussi éliminer lune des quantités w, w' 
au moyen d'un facteur indéterminé. En multipliant par i 
Féquation (a), et ajoutant le produit à la fonction qui 

est sous le signe / dans l'expression de cî / ' Vdir, on a 
ou bien 

On profite de Tindétermination de A pour faire dispa- 
raître w', en posant 

(3) K'+>^=o; 

et comme o), qui reste encore sous le signe I ? est tout à 

fait arbitraire, il faut égaler à o la quantité qui lemulti^ 
plie, ce qui donne 

(4) • K4-xg=o. 

En éliminant A entre les équations (3) et (4)9 on obtient 
l'équation déjà trouvée 

dz dy 

779. Les différents cas qui viennen.t d'être examinés 
montrent la marche à suivre dans le cas le plus géné- 
ral, c'est-à-dire dans celui où la fonction V contient un 
nombre quelconque de variables liées entre elles par des 
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équations données, les valeurs dès variations qui se rap- 
portent aux limites de l'intégration devant satisfaire à 
certaines relations données. Passons maintenant aux 
exemples. 

LIGNE LA PLUS COURTE ENTR^ DEUX POINTS. 

780. On demande la ligne la plus courte entre deux 
points A et B, et située dans un plan qui contient ces 
deux points. 

Prenons deux axes rectangulaires dans ce plan et soient 
Xo, j'oî ^19 Ji les coordonnées des points A etB, Dans 
cet exemple on doit avoir 

5 I ^i-^ p^ dx=zo. 
11 faut maintenant poser 



N = o, P= . ^ . Q = o. 



mais (764) 

N = o, P = 

V'i-f-/?-' 

Donc on doit avoir 

p 
— — = const., 



ou, ce qui revient au même, 

/> = C; 
d'où 

(2) r=:Cx-hC', 

C et G étant deux constantes. D'ailleurs il suffit que l'é- 
quation K = o soit satisfaite, puisque les valeurs de x et 
de y^ relatives aux limites, étant fixes, les variations 
àx^^ c^jo) ^X\t ^Ji sont nulles, et, par suite, on a 



Digitized by 



Google 



aSo COURS d'analyse. 

identiquement F = o. La ligne cherchée est donc une 
ligue droite ; les constantes C et G se détermineront par 
les équations 

V. •.= Cx. -h G', 7, = C x, 4- C. 



LIGNE LA PLUS COURTE D UN POINT A UNE COURBE PLANE. 

781 . Soient A le point donné et BB' la courbe donnée 
ir/« ,3|. située dans le plan J?Oj, et 

ayant pour équation 




(•) 



jr=^(x). 



Soit AB la ligne la plus courte. 
L'extrémité A de cette ligne est 
fixe; l'autre extrémité peut Va- 
rier de position sur la courbe BB'. 

En conservant les mêmes notations que dans le cas 
précédent, on arrivera encore à l'équation 

(2) j=iCx+C', 

et en conséquence la ligne cherchée est encore une ligne 
droite. 

Il faut maintenant déterminer les constantes C et C. 
Or on a 

$.T. = o, ^)\ = 0, Q == o ; 

mais les variations dxi et dyt ne sont assujetties (fu à la 
seule condition que le point (xt -\- dx^^ fi -\- dyi) soit 
sur la courbe donnée. On a donc 



d'où 

et comme 

on en conclut 



<îx, -+-/?, 5/, = o, 
l-r/>i+'(^i) = 0. 
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i-f"Of (.r,) = o, 



281 



Pi = C. 

On déterminera ensuite les constantes- au moy^n des 
équations 

, ^o = Gxo-hC', H-Cf(^,)r=o, 

^,=C:r. 4-C', jr. ?=+(x,). 

Il résulte de l'équation (3) que la ligne la plus courte 
entre un point et une courbe est une droite iiormale à 
cette courbe. 



LIGNE LA PLUS COURTE ENTRE DEU^ COURBES. 

782. Soient 

les équations de deux courbes situées dans le même plan. 
En raisonnant comme dans le cas précédent, on trouve 

que la ligne cherchée est encore 

une ligne droite, 

(3) X = Ca:^Ci 

mais la détermination des con- 
stantes ne se fait plus delà même 
manière. Dans ce cas dx^^ d[/o? 
dxiy <î/i peuvent varier, avec 
les conditions que le point A' (xo -h âxo^ y^ -i-àyo) soit 
sur la courbe (i) et le point B'(a:i -hâxiy y^ H-cî/i) sur 
la courbe (2). Mais Téquation r = o se réduit à 







^^-^P\ 
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qui se change, comme dans le cas précédent, en celle-ci 

(4) ^^.[i-f-Cf (x,)]--^^,[i+Cf (:r.)] = o, 

à cause des équations 

Or les variations 3xo et dxi étant indépendantes Tune de 
l'autre, Téquation (4) se partage en deux, 

H-Cf (x,) = o, 



(5) 

I -h Cip' (Xo) = G, 

qui réunies aux suivantes 

j. =:Cx,-4-C', J,=tKa:,), 

déterminent complètement les constantes C et C et les 
coordonnées Xo, jo^ J^n yi des extrémités de la droite 
minimum. 

Les équations (5) font voir que la ligne la pli\s courte 
est une normale commime aux deux courbes proposées. 
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SOIXANTE ET UNIÈME LEÇON. 

Suite des applications du calcul des variations. — Autre manière de résou- 
dre les problèmes précédents.— Ligne la plus courte entre deux points, 
dans l'espace. — Ligne la plus courte sur une surface donnée. — Surface 
de révolution minimum. 



AUTRE MANIÈRE DE RÉSOUDRE LES PROBLÈMES PRÉCÉDENTS. 

783. Au lieu d'appliquer les formules générales, on 
peut opérer directement comme il a été expliqué au 
n^ 770. Dans les trois problèmes qui précèdent on doit 
avoir 






(l) âl ^dx'-i-dy'zz:o; 



mais en posant ds = ^dx* -f- rf^*, on a 

et comme l'intégration par parties donne 

/dx dx r dx 

---dSx = ^ dx— I dxd — t 
ds ds J ds. 

l'équation (i) prend la forme 



Mais de Tidentité 



(")'-(iy=' 



on tire 



dur. dx dy dy 

ds ds ds ds ' 
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d'où 

.dx dy.dy dy 

£/ _ = — -_-rf -— =r — /irf ---. 

ds dx ds ds 



Par suite, pour que la quantité placée sous le signe d'inlé- 

dx 
57 



gration soit nulle, il sufBt que l'on ait d — =o ou 



4 

ds 


= o. Supposons 




(3) ■ 




4= 

ds 


:o; 


il en 


résulte 


, 


const. . 


d'où 


• 


f^ dx 


= c. 



et 

(4) j=cx-f.c', 

équation d'une ligne droite. 

784. Déterminons maintenant les constantes d'après 
la nature du problème proposé. 

i<^. Si les deux points (xo, yo)> (^n Ji) sont donnés, 
les variations des limites cîxo, (îjo) àx^^ dji sont nulles 
et l'équation F = o ou 

est satisfaite identiquement. Les constantes se détermi- 
nent par les équations 

2°. Si le point A (xo, y a) est fixe, et que l'autre point 
B (xi, Yi) doive se trouver sur une courbe donnée, 

(5) J = +(-^). 

on a 

$x^ = o, 8y, = o, 
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et réqùatioii F = o se réduit à 

ou ' "f" :r"ï~" = ^' 

ce qui montre que la droite (4) est normale à la courbe 
(5), cardeyi = cj/(j!:i) on tire(îj^i = (|^' (xi) âxi. 

Les constantes C, C et les coordonnées du point 
extrême B sont déterminées par les équations 

^o = C.ro-l-Ç', I -hCf (.r,)=:0, 
^,=C.r,-|-C', j, = >K.r,). 

3**. Enfin si les deux points A et B doivent se trouver 
sur deux courbes données 

(6) ^ = ç(x), x:=z-^{x). 



on aura 



ce qui donne 



ri=^(«i), ro = «p(j^o)» 



L'équation r = o se réduit alors à 

[dx, + fl(r, Y ( j:, )] 5x, — [e/.ro -h dx, f' (.r«)] ^.r, 
et se partage en deux : 

. + J>'(x.)=o. 

parce que <ÎXo et âXi sont des quantités indépendantes 
et arbitraires. On conclut de ces deux équations que la 
droite cherchée est normale aux courbes données. 

Les constantes C et C, les coordonnées x^^ jo? ^i, Jt 
des extrémités de la droite ihinimum sopt déterminées 
par les six équations 

ro =r C JTo 4- C, ro = ? {^0% I -+- C(ï)' (.ro) =r o, 
J, =:Cx, +C', J,=^|;(.r,), i4-Cf (.r,)==o. 
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LIGNE LA PLUS COURTE ENTEE DEUX POINTS, DANS L" ESPACE. 

785. Jusqu'à prirent nous avoDS supposé qu'on cher- 
y. j3^ chait la ligne minimum parmi 

toutes les lignes situées dans un 
plan donné. Cherchons mainte- 
nant quelle est, dans Tespace, la 
ligne la plus courte réunissant 
les deux points A et B. 

Soient J^oî^oî ^a l<îs coordon- 
/ nées du premier point et Xi , ji , 

^^ Zx celles du second. La longueur 

de Tare AMB sera représentée par 




x:-v/-(i)'-(â)- 

Nous aurons donc, dans cet exemple. 



d'où 



Vdxzn yjdx^ H- df H- dz" = ds, 

dxdSx -h dyd$x + ^^d$z 



§ Vdx =r 



ds 



et par conséquent, en intégrant par parties, 

Il faut maintenant égaler à o Texpression sous le signe J ^ 
et comme les variations àx, djr, àz sont indépendantes 
et arbitraires, on aura 

dx . dy , dz 
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Mais ces trois équations se réduisent à deux distinctes. Eu 
effet, de l'identité 

da:^ df' dz^ 



ds' ' ds^ ' ds" ' 



on tire 



dx dx dy dy dz dz ^ 
ds ds ds ds ds <ls 

donc si l'on a f/ -— = o, d -^ = o , il en résultera 
ds ds 

ydZ 



Des équations 

djr tiz 

on tire, par une première intégration, 

dr dz , 

ds ds 

OU, ce qui revient au même, 

djr dz 

dx ' dx ' 

et, en intégrant de nouveau, 

(3) ^ = c^-f-C, z=ri:'.rH-C', 

équations d'une ligne droite. 

786. Pour déterminer les constantes c, C, c', C, il 
faut distinguer plusieurs cas. 

1°. Si les points A et B sont donnés, les variations 
Jxo, d/oî • • • 1 sont nulles, et Téquation F = o est satis- 
faite. Les quatre constantes se déterminent en substituant 
les coordonnées des points A et B, dans les équations de 
la droite. 

2°. Supposons que les points A et B doivent se trouver 
sur deux courbes IR, LN, ayant pour équations, la pre- 
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mière 

(4) r = <p(^), « = ^(.r), 
et la seconde 

(5) ^ r = *(.r), z=W(x): 

Téquation F = o, formée au moyen de Téquation (i), 
se réduira aux deux suivantes, 

En effet, appelons âa^ et ^(7i les deux arcs infiniment 
petits A A' et BB', situés sur les courbes données, A'B' 
étant une courbe quelconque infiniment voisine de la 
droite AB. On pourra mettre F sous la forme 



(7) 



/ /dxSar fix^y ffz$z\ 

] \f/s S(T ifs Ô(T dsS(T/i 

< 

i idxix dy^x dz$z\ 

\ ' " \ds $(T ds Sa d^iôtr)^ 



Les facteurs entre parenthèses ont des valeurs fixes, 
car ils représentent les cosinus des angles que la droite 
AB fait avec les courbes aux points A et B. Comme d'ail- 
leurs d<To et d(J^ sont des quantités indépendantes Tune de 
Tautre, on voit bien que Téquation F = o entraine les 
suivantes 

/dxSa; ^fr dz§z\ _ 
\d7S^'^d7$^'^JsT(r), ~^' 

(dxS.T dy^y dzSz\ 
ds §v ds $fï ds d(T/o ' 

et ces équations, qui sont au fond les mêmes que les 
équations (6), expriment que la droite AB est normale 
aux deux courbes. 

A cause des équations (3), on a 

dy dz , 

~-r=zc, -T" = ^> 
(.iv dx 
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et, puisque les extrémités de la ligne AB doivent rester 
sur les courbes (4) et (5), on aura 

Les équations (6) peuvent donc se mettre sous la forme 

et, réunies aux huit suivantes, 

. jo = <? -a^o -H C, 7, = ex, 4- C, 
Zq = c' aro -f- C, z, = c'a:, -f- C, 

Zo ='^{x,), z, =H^(ar,), 

elles forment un système de dix équations 'propres à dé- 
terminer les quatre constantes et les six coordonnées des 
points extrêmes de la droite. 

3*^* Supposons que les points A et B doivent être sur 
deux surfaces données. On pourra encore mettre T sous 
la forme (7), en appelant ^(7o et ddi deux arcs infiniment 
petits AA', BB', situés sur les deux surfaces ^ et comme ces 
déplacements des points A et B sont indépendants Tun 
de l'autre, oh aura encore 

(dxda: dy$y dzàz\ 

fdx^x dy^y dz$z\ _ 

\ds S(T ds S(T ds S(T J i 

La première équation exprime que la droite AB est nor- 
male à une courbe quelconque située sur la première 
surface et passant par le point A : donc la droite AB est 
normale à la première surface. Cette droite est, par la 
même raison, normale à la seconde surface. 

II. 19 
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Les constantes et les coordonnées des points A et B se 
détermineront comme dans le cas précédent. 

LIGNE LA PL13S COURTE SUR UNE SURFACE DONNÉE. 

787. Soit 

(l) F (a:, J, z) = 

Téquation d'une surface courbe, et proposons-nous de 
trouver la ligne la plus courte AMB que Ton puisse tra- 
cer sur cette surface entre deux de ses points 

A(j^o, ^0, 2o) et B(j:,, jTi, z.). 
Toutes les courbes que Ton doit comparer dans cette 
question étant sur la surface (i), les variations des coor- 
données doivent satisfaire à l'équation 

/ X d^^ d^fs ^F^ 

L'une des conditions du minimum est 

(3) jf^^Sxd^-hSyd^-hSld^zrzo. . I 

^ \ ds ds ds . 

Mais de F équation (2) on peut tirer la valeur de dz, et 

la porter dans l'équation ( 3 ) , qui denrieoit 1 

rfF \ / rfF \ I 

- dx d,T ,dz \ - / dr dr dz \ , 

dz / \ dz 

et cette équation, à cause de Tindépendance des variations 
dx et dy^ revient aux deux suivantes 

£F 
dx dx dz 



(4) 



dz 

dY ! 

dy dy dz 

d^'^dF ds'^^' 

dz 
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On a en outre Téquation de la surface , ce qui fait trois 
équations pour déterminer les deux fonctions y el z. 
Mais on doit observer que l'une des équations (4) est une 
conséquence de l'autre et de l'équation (i). En eflFet, 
on a 





4 

ds 


ds ds 










dF 


dF ^ dF ^ 










dx 


dy dz 








ou bien, en désignant par 


d\ la valeur 


commune 


de 


ces 


trois rapports, 


ds 

4 
4 


-dy'"^^ 
dz 









Ajoutons ces équations, après les avoir multipliées res- 

dx dy dz 
pectivement par — ? — ? — : nous aurons 

d^.dxdydydzdz (dF 'dF , ^ dF .\d\ 

Or le premier membre est nul puisqu'on l'obtiendrait 
en différentiant l'équatioA 

dx-" df dz^ _^ 
d^^ ds' '^d?~^-' 

le coefficient de -p ? dans le second membre, est aussi nul 
as 

à cause de l'équation (i). Donc TéqUation (5) est une 
identité. Par conséquent l'une des équations (i) et (4) 
est une conséquence des deux autres. 11 suffira d'en con- 
sidérer deux pour que la ligne cherchée soit déterminée. 
788. Les lignes les plus courtes sur une surface sont 
nommées lignes géodésiques de cette surface : elles jouis- 

19- 
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seul de cette propriété, que tous leurs plans osculateurs sont 
normaux a la surface. En effet, soit K le centre de cour- 
p. „, bure de AMB au point M. 

La droite MK fait avec les 
axes des angles dont les co- 
sinus sont proportionnels à 

(^) ^^' ^Ts' ^7/ 

D'un autre côté la nor- 
male à la surface, au point 
31, fait, avec les axes, des angles dont les cosinus sont 
proportionnels à 

rfF rfF ^ 
dx dy dz 

Mais, d'après les équations (4)9 ces trois dérivées sont 
proportionnelles aux quantités (6). Donc les angles for- 
més parles deux droites avec les axes sont égaux, et la 
normale à la surface coïncide en direction avec le rayon 
de courbure, ou, en d'autres termes, le plan osculateur 
en un point quelconque M, d'une ligne géodésique, est 
normal à la surface. 

Les constantes se détermineront comme dans le pro- 
blème précédent, et l'on verra de la même manière que 
si la ligne cherchée doit aboutir à deux courbes données 
sur la surface, la courbe AMB* les coupera à angle droit. 

789. 11 est bon d'observer que la propriété d'être la 
ligne la plus courte entre deux points quelconques d'une 
surface peut n'exister que pour une certaine portion d'une 
courbe. Par exemple, sur la sphère, le plan de tout 
grand cercle (qui est en même temps son plan oscula- 
teur) est normal à la surface. Mais la propriété du mi- 
nimum appartient seulement aux arcs de grand cercle 
moindres qu'une demi -circonférence. 
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SURFACE DE RÉVOLUTION MINIMUM. 

790. Etant donnés, dans le même plan, deux points Â et 
B, et une droite CD, trouver une courbe AMB, située dans 
ce plan, et qui, en tournant autour de CD, engendre une 
surface de révolution dont l'aire soit la plus petite pos- 
sible. 

Prenons pour axe des x la droite CD, et pour axe 
des y une perpendiculaire à cette droite. Soient jjo^JKo 
les coordonnées du point A, et ari, jfi celles du point B. 
La surface engendrée par AMB étant représentée par 

27r I yds^ la question proposée revient à chercher le 
minimum de / yds. Or on a 

I yds=. \ â(yds)= / {Sj'ds-hyScls); 

mais ds^ = dx^ 4- «ÇrS 

doù ' 

dsSds ^ dxddx -+- djSdy =z djcddx H- dydfy : 

donc 

^ / ' yds:=z j ' (§yds-{-y-£dd,T-h y'^dSyy 

et, en intégrant par parties, 

Il faut égaler à zéro la quantité placée sous le signe i • 
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dans le second membre, ce qui donne 

mais la seconde équation est une conséquence de la pre- 
mière. En effet; on a identiquement 

car cette équation revient à 

ou 

, /dx^ dr*\ , fdx dx dy ,dr\ 

conséquence des équations 

• dœ^ dy-" __ 

d^'^d?^^' 

dx dx dy dy 

ds ds ds ds 

Il suffit donc de considérer Féquation (i), qui donne 

€lx 



dy^ 

dx^' 



d'où J = <^ i/ I 

et en résolvant, par rapport à dx^ 

dx^ -;=^^. 

SIY' — C^ 

L'intégrale de cette équation est 
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d'où l'on tire 



(3)- 



(X — c' ' X — c' \ 



équation d'utie chaînette (574, 2°). 

Les constantes c et c/ se déterminent comme dans 
l'exemple précédent. Si Ton fait passer l'axe des y par 
le point le plus bas de la courbe, on a c' = o, et 



r =;(.• + .--:). 



Si les points A et B, au lieu d'être fixes, devaient se 
trouver sur deux courbes données, oh obtiendrait encore 
urtc chaîtiette normale aux deux courbes données. 
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SOIXANTE-DEUXIÈME LEÇON. 

Suite des applications du calcul des variations, — firachistochrone. — Re- 
marques sur réquation K = o. — Maximum ou minimum relatif. — 
Problèmes sur les isopérimètres. 



BRAGHISTOCHRONE. 

791. Étant donnés deux points Â et* 6, trouver la 
courbe AMB que doit suivre un point pesant pour aller 
du point A au point 6 dans le temps le plus court pos- 
sible. Cette courbe s'appelle la brachistochrone ou 
courbe de plus vite descente. 

Prenons une verticale quelconque pour axe des x, et 
deux axes rectangulaires Oz el 
Oy dans un plan horizontal 
quelconque. Si Ton suppose que 
le mobile soit parti du point 
A (a:o5 J^o» -^0)5 sans vitesse ini- 
tiale, on aura, en désignant par 
V sa vitesse au point M (x, y^ z) , 

(i) y- = :tg[x — x,). 

Mais s étant l'arc parcouru, et t le temps écoulé, on a 

valeur qu'il faut prendre positivement, parce que l'arc 
augmente continuellement avec le temps. Il en résulte 

di 







Fig, i35. 






c 


^ 




/ 


A 


-\ 


y 


/. 


p 

£ 


\. 






\ 








^B 






T 





j^z=y/2g(a:—.T,), 



d'où 



dt = 



ds 



On aura donc, en appelant T le temps nécessaire pom^ 
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parcourir l'arc AB, et x^ l'abscisse du point B, 

Il faut maintenant chercher la variation de l'intégrale 
Z*"^' ds 

En posant 
on aura 



Mais 



$ jXds= C(SXds-hXSds) 



1 -- 

5X= (x — ^0) ^ [$x — ^^To); 



d'un autre côté, 



Sds = ^dSx^^dSx^^dSz. 
ds ds ds 



Mettant ces valeurs dans Téquation 
(3) $ Cxds=zo, 



on a 



/i . -^ 

Intégrant par parties, et faisant sortir du signe f les 
différentielles des variations, on a définitivement, 
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Pour que la quantité placée sous le signe I dans la 

deuxième intégrale soit nulle, il faut égaler à o les 
coefficients des variations cîx, âj^ dz^ ce qui donne 

.(x-)=.. 

Les deux dernières équations sont suffisantes. En effet, 



on a 



^(4)-i^(-i)-iK4) 



I ds . 

2 






car 



(x-x.)' 



2 



Il suit de là qu'on aura 
ou 

, , I d/ I ^2 _ 

d'où l'on déduit 

r/z ■"" (y 

et 
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792. Cette équation montre d'abord que tous les points 
de la courbe sont dans un même plan vertical. 

En remplaçant ds par ^dx^-\-.dy^ et C par -^ pour 

rhomogénéité, on déduit de la première des équations (4) 



dy 



=^V- 



Si l'on prend le plan de la courbe pour plan des xj^ et 
le point de départ A pour origine des coordonnées, on a 
jCo = o, et l'équation différentielle de la courbe se ré- 
duit à 



(6) dy^da^J-^ 



30 



équation d'une cycloïde dont le sommet est au point A, 

dont la base est horizontale, et dont le diamètre du cercle 

générateur est égal à a. 

En intégrant (6), on a 

1 û — 2.r / 

r = - fl arc ces sîax — x^ 

-^2 a ^ 

On déterminera la constante a ou le diamètre du cercle 
générateur en exprimant que la courbe passe par le point 
B (j^i, j^i). On peut aussi obtenir cette ligne par la con- 
struction suivante. Décrivons une cycloïde quelconque 

ayant son sommet en A et pour 
base A/, et^ soit h le point où 
AB rencontre cette courbe. A 
cause de la similitude des deux 
cycloïdes, c et C étant les cen- 
tres des circonférences généra- 
trices qui correspondent aux 
deux points è et B, les triangles ABC, abc sont sem- 
blables. Or ft, B et c étant connus, il suffira pour avoir C 
de mener BC parallèle à hc jusqu'à la rencontre de Ac 
prolongé. 

Le temps employé par le mobile pour aller de A en B^ 
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est égal à — p I -- (791), en prenant Torigine des 

coordonnées au point A. On aura donc, d'après F équa- 
tion de la courbe, 

793. Supposons maintenant que les deux points A et B, 
au lieu d'être donnés , soient assujettis à se trouver sur 
deux courbes données CD, EF.On obtiendrait encore une 
cycloïde AMB, située dans un plan vertical. Pour déter- 
miner les points A et B qui fixent sa position, il faut 
avoir recours à l'équation générale F = o qui est ici 

Comme les déplacements des points A et B sur les deux 
courbes sont indépendants l'un de l'autre, on a d'abord 

Cette équation exprime que le cosinus de l'angle TBU est 

nul, BT et BU étant lés tan- 
gentes menées par le point B 
aux deux courbes EF et AB : 
donc la cycloïde AMB coupe EF 
à angle droit. 

Il faut maintenant égaler a o 
le reste du premier membre de 
l'équation F = o -, mais aupara- 
vant on peut la simplifier. En effet, on a pour tous les 
points de la courbe AMB (791 ) 
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djcX • I 



, /^ da:\ ' I ds 



d'où Ton tire en intégrant 

Substituant cette valeur dans Téquation r= o, elle se 
réduit à 

Cette équation ne paraît pas symétrique par rapport 
aux variables ; mais on peut rétablir la symétrie de la ma- 
nière suivante. On a trouvé, C et C étant deux constantes, 

donc on peut écrire (X-^j etfX — j à la place de 

(X^ J et (X-7-| • L'équation (2) devient alors en 
divisant par Xi , facteur commun , 

(S)."-(IV^--(s),'-=«- 

Cette équation exprime que la cycloïde coupe à angle 
droit la courbe CD. 

Les constantes et les inconnues Xo , yo ^ ^o 1 ^i^ Ji^ z^ 
se détermineront comme dans les exemples précédents. 

REMARQUES SUR l'iNTÉGRATION DE l'ÉQUATIOH K = O. 

794. C'est ici le lieu de placer quelques observations 
sur l'équation différentielle 
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qui , dans certains cas particuliers, peut être intégrée plus 

facilement que dans le cas général. 

I**. Supposons d'abord que N soit nulle, c'est-à-dire 
que y n'entre pas explicitement dans V. L'équation (i) se 
réduit alors à 



d'où résulte 



dQ. 



Cette équation n'est plus que du troisième ordre, en 
Supposant toujours que V ne contienne pas de dérivées 
d'un ordre supérieur au second. 

2°. Si M = o , c'est-à-dire si x n'entre pas explicite- 
ment dans V, l'équation K = o se réduira encore au troi- 
sième ordre, en prenant y pour variable indépendante; 
mais on peut encore y parvenir de la manière suivante. A 
cause de M =^ o , on a 

d'ailleurs 

dx dx* 
Éliminant N entre ces équations, on aura 

d'où 

(3) v = P;, + Q^-;,^ + <:, 

équation du troisième ordre seulement. 
3®. Si l'on avait à la fois 

M = o, N =r o , 
l'équation (3) se ramènerait au djeuxième ordre. On 
aurait alors 
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dx 



3o3 



et l'équation (3) deviendrait 

(4) V — cV + Q^ + c. 

♦ 

Voici un problème dans lequel ces simplifications se 
présentent. 

795. Problème. Tromper une courbe plane AMB telle, 
que Vaire ACBD comprise entre V arc AMB, les rayons 
de courbure AC et BD qui correspondent aux deux points 
extrêmes A ef B, et la portion de développée CD com- 
prise entre les centres de courbure C et D soit un 
minimum, 

11 ne peut pas y avoir de maximum, puisque AB deve- 
nant une ligne droite, la surface correspondante serait 
infinie. En prenant une courbe peu différente de cette 
droite, on aurait donc une aire aussi grande qu'on vou- 
drait. 

Soient MR et M' K' les rayons de courbure de deux 
Fig. i38. points infiniment voi- 

sins M et M'. Le trian- 
gle . infiniment petit 
MK'M' est égal à 

-pds] en appelant p 

le rayon de courbure 
MK et ds l'arc infini- 
ment petit MM'. On en conclut aisément que la surface 
en question a pour mesure 







il! 

2 



dx, 



Xo et Xi étant les abscisses des points extrêmes A et B. 
Comme la fonction V ne contient explicitement ni x 
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nijj nous appliquerons la formule 
(i) V=:Q^-frc>-hc: 

on a donc 
ou 

Pour intégrer celle équalion il faut changer les axes ; 
mais il est nécessaire de la mettre d^ abord sous une autre 

forme. Comme p = > ^-^5 Féquation (2) revient à 

c'p-hc 

? = -7==- 

SoitôTangle MTx que fait la tangente MT au point 
M(x^j) avec Taxe Ox : on a tang6 = p, d'où 

»in 9 = - — - — * cos 6 = , Par conséquent, 

P = c' sin 4- c cos 0. 

Soient maintenant a et a deux nouvelles constantes, 
telles que 

c = — aasina, c'==2£icosa, 

on aura 



a 



= -v/^^-hc'S 



2 



sm a =r : , cos a = 



■ ■ - ■■■ — -^ ^ ^„g j^ ___ _______ ^ 

Vc'4-c" ^c'-^-c'^ 

on a ainsi 

p = 2a sin(ô — a). 

Prenons maintenant deux nouveaux axes rectangu- 
laires Ox^ et Oj', tels que a*^Ox = a. 
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Si l'on fait 6 — a= 9', o^ *^ra 

p=i 2a sio 0'. 
FormoQS maintenant T équation différentielle qui con- 
vient à ces nouveaux axes. On a 



d'où sinÔ'=- 









V 

Remplaçons p par -^ > valeur qui suppose la 

a j 



CDUirbe concave vers l'axe des x : on a 

dy'' 



dj^ j dx 

é(|uation différentielle de la courbe cherchée, par rap- 
poM aux nouveaux axes. On tire de celte équation 

dx ■=. — • 



d'où 

(4) 



hÊ)" 



-^' 



'■^dx' 



En supposant la constante c connue , on peut imaginer 
quie l'axe des j^ soit transporté parallèlement à lui-même, de 
telle sorte que toutes les anciennes abscisses soient dimi- 
nuées de c. L'équation différentielle de la coufbe est alors 

a 

*= — ^'' 

II. 20 
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ou 

(5) dy^dxylt^i. 

La courbe cherchée est donc une cycloïde dont Taxe est 
dirigé suivant Taxe des a:, et dont la tangente au som- 
met est Taxe des j^. 

Pour déterminer les constantes , au nombre de quatre, 
que renferme l'équation de la courbe rapportée aux an- 
ciens axes, il faut distinguer plusieurs cas 2 

1^. Si les points A et B sont donnés ainsi que les tan- 
gentes à la courbe en ces points, Féquation r=:o est sa- 
satisfaite identiquement , car on a ix^s = o , ày^ = o, 
dpo=o, .... On aura les quatre constantes en substituant 
les coordonnées des points A et 6 dans l'équation de la 
courbe, et en exprimant que les tangentes en ces points 
sont données. 

d^. Si Ion donne les points A et B ^ sans donner les tan- 
gentes à la courbe en ces deux points^ Téquation r=:o 
deviendra 

et comme les variations ip^ et àp^ sont indépendantes 
Tune de l'autre^ il faut que l'on ait séparément 

Qi = o, Qe = o; 
on a trouvé, généralement, 

et comme i -=f- /?' ne peut pas être ntd , il faut que l'on ait 

On déduit de là que les points A et B sont les points 
de rebroussement de la cycloïde , car ^ =;= cfc indique que 
le rayon de courbure est nul aux points A et B. 

3.^ On peut se donner le point A ainsi que la tan- 
gente à la cycloïde en ce point , et supposer que le point B 
doive se trouver sur une courbe donnée 
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Dans ce cas lequation r= o se compose de deux par- 
ties : un terme contenant âx^, et le terme Q, àp, 5 dx^ et 
àp^ étant des variables indépendantes, on doit avoir 
Qi = o, d'où 9i = 00 . Ainsi le point B est encore un 
point de rebroussementde la cycloïde. 

MAXIMUM ou MUÎIMUM REJLATIF. 

796. Dans les itiuestions prétédenies , il s'agissait de 
i*endre maximum ou minimum une intégrale définie 

/ \ dàCy sans autre condition. On peut ajouter au 

problème la condition qu'une autre intégrale définie 

/ Hdx ait une valeur déterminée /. Par exemple , soit 

prçposé de trouver parmi toutes les courbes de même lon- 
gueur /, terminées à deux points A etB, celle dont Faire 
comprise entt'e cette courbe, Taxe des abscisses et les 
deux ordonnées extrêmes est un maximum. La question 
consiste à déterminer y en fonction de x, de telle sorte 
qu'ayant 






dx^/i-{-p*= /, 



l'intégrale / jrdx 9ih une valeur plus grande ou plus 

petite que si Ton remplaçait /pal» toute autre fonction de 
Xy satisfaisant à l'équation précédente. On dit alors que 
l'intégrale admet un maximum oU un minimum relatif. 

797. Supposons qu'il s'agisse de rendre maximum l'in- 
tégrale I V rfx, avec la condition 

(l) f ' Vdx=L 

Les variations de ces intégrales doivent être nulles, 
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si Ton compare la fonction de x cherchée avec celles qui 

coD servent à / U dx la même valeur. On doit donc 

avoir 

En développant ces deux conditions comme on Ta fait 
pour le maximum absolu, on a deux équations, telles que 

(3) r-+- / ' KwrAcnro, 

(4) ^-h I Lfùdx=ùi 

r, 0, K et L sont des fonctions que Ton formera comme 
il a été dit plus haut. Mais ici il ne faut plus poser séparé- 
ment r=ro, K = o, car o) n'est plus une fonction entiè- 
rement arbitraire de x. Pour trouver les conditions qui 
doivent être remplies dans ce cas, il faut d'abord élimi- 
ner «. Posons 

(5) / Lwrf^ = 7{a:), 

d'où ^{xo) = o, 1 Lwrf.r =:(p(jr,). 

Par conséquent , 

e + <p(^i) = 0, ou <p(a;,) = — 0. 

Il résulte de là , à cause de l'indétermination de cû , que 
© (x) est une fonction arbitraire de a:, assujettie seule- 
ment à s'annuler pour a: = x© , et à devenir égale à — ©• 
pour x = Xi. Or on a, à cause de l'équation (5), 

I dto (x\ 

L (ix 
Portant cette .valeur dans l'équation (3), on a 
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OU , en intégrant par parties , 

Comme (f {x) est une fonction arbitraire dont on donne 
les valeurs seulement pour x = XQy a: = .r^ , on doit avoir 
séparément 

(7) • '/(^) = o, 

(8) . r-(f)e = o; 
la première donne 

K xr T 

— = — a ou KHraL=:o, 
li 

a désignant une constante arbitraire. 

K_ 
La seconde condition devient r-f-«0=o, puisque rr 

ayant une valeur constante — a , on aura ( -- 1 = — a. 
On a donc les deux équations 

(9) rH-û© = o, K-f-flL = o. 

On voit que l'on aura une constante de plus que dans 
le cas où l'on recherche un minimum absolu, mais on 
a aussi une équation de plus 






U d.x = i. 



798. Si Ton avait cherché le maximum de Tîntégrale 
définie 



r 



(V + aU)r/jc, 



on aurait été conduit aux deux équations (9)* Par con- 
séquent la recherche du maximum relatif' de l'intégrale 

I Ydx^ l'intégrale / Udx devant conserver une 

valeur constante, revient à chercher le maximum ab- 
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solu de Tintégrale 1 (V-f-alJ) rfjc; c'est ce qu'on peut 

d'ailleurs justifier par le raisonnement suivant. 

Si I (V + aJJ) dx est un maximum, pendant que 

Jf \idx conserve une valeur constante et égale à /, U' 

et V désignant des fonctions peu différentes de U et de V, 
on doit avoir 

(i) n [\^aV)dx^ r\r-^a\J')dx, 

(2) / Vdx=: / V'd:r=l; 

donc 

(3) / \da:> \ V'^x; 

ce qui montre bien que 1 N dx est un maximum lors^ 

que la condition / Urfx = Z est remplie. Réciproque- 

menl, de l'inégalité (3) et de l'égalité (a) on déduirait 
l'inégalité (i). 

PROBLÈMES SUR LES ISOFÉRIMÈTRES. 

799. Etant donnés deux points C et D sur un plan, 
^* '^^- trouifer, parmi toutes les cour- 

bes de même longueur situées 
dans ce plan et terminées en C 
et D, celle pour laquelle Paire 
ABDC est un maximum. 
On doit avoir 

3*0 



y 


c 

/ 


À 


I^ 


» 
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» 1 
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et il faut chercher le maximum de Tintégrale / jrdx. 
D'après la théorie précédente, on devra chercher le maxi- 
mum ahsolu de Tintégrale I {ydx + a ^dx^^djr*), 

c'est-à-dire poser 

* /•*» ■ 

(i) S j {^dx-^-a v^cte'-f- dy^) = o, 

• A 

Comme les limites x^ et Xt sont fixes, la partie de la 
variation désignée par F est identiquement nulle. On peut 
en outre ne faire varier que x . On a ainsi 

(2) j/i^jr-+-a'^y^x=o, 

ou, en intégrant par parties et négligeant la quantité pla- 
cée en dehors du signe 1 9 qui est nulle, 







**.rf(/-l-og) = o, 


et, en égalant à o le coefficient de dx , 




''(^+^ï)=*°' 


d'où 






(3) 




r+«g = c'. 



Remplaçons ds par ^dx^ 4- ^*, et résolvons par rap- 
port à dx. Il viendra 

d'où ^ — c = v/n»— (r — c')% 

et 

(4) {x^cy^{y^cy=a\ 

Ainsi la courbe cherchée est un arc de cercle. 
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800. Problème. De toutes les courbes ùopérimètres que 
ton peut tracer sur un plan entre deux points donnés A 
et B , trouifer celle qui, en tournant autour de la droite 
Ox , engendre la plus grande ou la plus petite surface 
de révolution. 

n faut chercher le maximum ou le minimum relatif de 

l'intégrale / jils^ avec la condition 






dsz=zL 



La question se ramène à la recherche du maximum ou du 
minimum absolu de 






(r -^r- a)ds. 



et comme a est une constante , on obtiendra le même ré- 
sultat qu'en cherchant le minimum absolu de j ydsy 
problème déjà traité (790), et qui donne la chaînette. 

801 . Problème. De toutes les courbes isopérimètres , 
troui^er celle qui engendre le volume de révolution mi- 
nimum. 

L'équation du problème est , dans ce cas , 






(y^dx -i- ads) = o; 



comme les deux points A et B sont donnés , on peut ne 
faire varier que x et faire abstraction de la partie F, qui 
est identiquement nulle, puisqu'il n'y a pas de dérivée 
d'un ordre supérieur au premier. D'après cela on aura 



'(---S) 



don j +« ~-r =^'' 

ds 
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On en déduit , en remplaçant ds par sjdx^ -h dj^ . 

équation différentielle de la courbe élastique (572) 

802. Problème. Déterminer la courbe qui^ par sq, 
rés^olntion autour d^un axe [l'axe des x) engendre la 
surface minimum qui renferme un volume donné. 

Ce volume étant t: 1 y^dx, et l'aire ait 1 y ds ^ il 
faut poser 
(i) S j (x^dx-h!iaxds) = o, 

a étant une constante. 

En considérant comme fixes les deux extrémités de la 
courbe, on peut ne faire varier que x , etcpmme la formule 

donne ^ds = -— - d^x^ 

ds 



on aura 



J(^y,+ ^ar~ySa 



En intégrant par parties , et faisant âx = o aux deux 
limites, on a 



fs.,[ 



dx\ 



ds J 

d'où Ton conclut 

dx 
^''+ 2 ar -J- = une constante C. 
ds 

Chacune des constantes a et C pouvant être positive ou 
négative, on peut écrire 

r'±2ajr-^±6^=r o, 
as 

et de là résulte 
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c'est Féquation différendelle de la courbe cherchée ; le 
radical doit être tantôt positif, tantôt négatif; il change 
de signe quandy devient un maximum ou un minimum. 

Si la constante b est nulle , on a un cercle ou Taxe des x. 

Si b n'est pas nulle, Féquation difiercntielle (a) appar- 
tient à k courbe décrite par l'un des foyew d'une ellipse 
ou dWe hyperbole qui roule sans glisser sur Taxe des x , 
comme Ta démontré M. Delaunay, daus le Journal de 
Mathématiques de M. Liouville (^)« 

(♦) Tome VI, page Sog. 
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HOTES. 



NOTES- 



NOTE I. 

jSXERCIGBS DE GJ^LCUL DIFFÉRENTIEL ET INTÉGRAL, 
tirés des papiers de M. Stu^i. 



MAXIMUMS ET MINIMIiMSf 

1. Quel est le plus grand quadrilatère que ton puisse former 
a»€C quatre côtés donnés ? 

SoLimoN. Le quadrilatère doit être ipscriptit)le. 

2* Trouper sur une circonférence donnée un point tel^ que la 
$omme de ses distances à deux points donnés F et F' soit un mini-> 
munf ou un maximum. 

Solution. Le point cherché est le point de contact de la cir- 
conférence et d'une ellipse, tangente au cercle, ayant pour foyers 
les deux points donnés. 

3. Tromper la plus courte distance de deux droites dam Pespaeey 
données par leurs équations. 

Solution. Les équations des droites étant 

S X s= œt-Arp^ I x^-a'z-^-p'^ 

\x=zbz-^q, \jr=b'z-j-q\ 

la plus courte distance est * 

(a-a')(q^q')^{b-b^)(p^p') 
^(a-^a'Y-^ib-^b'Y + iab'-^baJ 

4. Parmi les parallélipipedes de même surface assigner celui qui 
a le plus grand volume. 

Solution. Le cube. 
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5. Mener par un point donné la ligne droite la plus courte entre 
deux courbes données. 

Solution. Les normales aux extrémités de la droite minimum 
doivent rencontrer au même point la perpendiculaire à cette droite 
menée par le point donné. 

6. Inscrire dans une sphère donnée un cône dout la surface to- 
tale soit un maximum. 

Solution, x désignant la hauteur du cône, rie rayon de la sphère,* 
on a 

i6 

7. Circonscrire à une sphère donnée un cône dont le volume soit 
un minimum. 

Solution. Mêmes notations. 

^ = 4 r, vol. max. — -1:1^, 

8. Parmi toutes les paraboles que peuvent décrire des corps pe- 
sants partant d'un point donné ayec une vitesse donnée, trouver 
celle qui a Paire la plus grande. 

Solution. C'est la parabole décrite par un corps lancé dans une 
direction inclinée de 60 degrés à l'horizon. 

9. Deux roues circulaires extérieures F une à t autre $iw un même 
plan tournent uniformément autour de leurs centres fixes. Hune 
faisant deux tours, F autre trois tours par seconde. Déterminer les 
époques et les positions des deux roiœs pour lesquelles deux points 
marqués sur leurs circonférences seront à la plus petite ou à la plus 
grande distance Tun de Pautre, 

10. Parmi toutes les cordes cPune même longueur inscrites dans 
une courbe donnée^ déterminer celle qui retranche le plus grand ou 
le plus petit segment. 

Solution. La corde doit faire des angles égaux avec les tangentes 
menées à la courbe par ses extrémités. 

11. Déterminer, dans une surface du second degré, le plus grand 
et le plus petit des rayons vecteurs partant du centre. 

12. Déterminer dans P espace un point tel, qu'une fonction de ses 
distances à des points donnés soit un maximumou un minimum. 
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APPLICATIONS GÉOMÉTRIQUES DU CALCUL DIFFEliENTlEL. 

13. Déterminer les points d inflexion d'une conchoîde (courbe 
qu'on obtient en prolongeant dune quantité constante les droites 
menées d un point fixe à une droite fixe). 

Solution. On prend pour axe des y la droite fixe et pour axe 
des X la perpendiculaire menée par le pôle, a étant la distance du 
pôle à la droite,.^ la quantité dont on prolonge les rayons vecteurs 
menés à la droite, les abscisses des points d'inflexion sont données 
par réquation 

x^ + 3 ax"^ — 2 ab^ = o. 

14. Une courbe est donnée par une relation entre les distances 
r etr' de chacun de ses points à deux points fixes. Trouver P expres- 
sion de la différentielle de son arc en fonction des distances r et 
r' et de ieurs différentielles. Application aux sections coniques. 

Solution. 

, ,^ ^rr'[rr'[dr''-\-dr'')-[r^-\-r'^-^a^)drdr''\ 

• [r+r'-^a)[r-^i''—a)[a-Jrr-r')[a-^r'—ry 

a désigne la distance des deux pôles. 

15. Une courbe est donnée par une relation entre les deux an- 
gles et ô' que les droites menées dun point quelconque M de cette 
courbe à deux points fixes ket^ font avec la droite AB. On de- 
mande de déterminer la tangente à cette courbe et d exprimer la 
différentielle de son arc en fonction des angles ô et ô' et de leurs 
différentielles. 

Appliquer les résultats à la courbe décrite par ^intersection de 
deux droites mobiles qui tournent autour de deux points fixes avec 
des vitesses de rotation uniformes. 

Solution, p et i».' désignant les angles que la normale fait avec les 
deux rayons vecteurs MA et MB, on a 

sin>4-sin*fx'— 2sin/xsin|x'cos(9-+-ô') — sin'(Ô4-6') = o, 
ds = gj^a/Q . Q/x \/sm''B'd^'-\-s\ïï'OdQ'^—ismQsmB'cos{B+B')dBdB', 

Dans le cas particulier, n et n' étant les vitesses angulaires des deux 
mouvements , on a 

sinp _ n sin 0' 

sin;/' ~ /z'sinô 

16. Une courbe est donnée par deux relations entre les distances 
r d'un quelconque de ses points M à un point fixe , r angle B que 
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le rayon vecteur OM fait avec une droite Jhre Ox et l'angle <p que 
le plan MOx fait avec un plan fixe xQjr ; trouifcr la différentielle 
de son arc en fonction de r, ô, 0' et de leurs différentielles. 

SoujTlON. ds = ^dr* -h r'rfG' + r'sin'^ûfy. 

17. Construire et discuter la courbe y*:=^a^. 

Solution. Courbe ayant pour asymptotes deiix parallèles aux axes 
menées à une distance égale à Tunité. 

18. Ze rayon vecteur FM mené d^un foyer F éPune hyperbole à 
ta courbe y tourne en décrivant dans un temps quelconque une aire 
proportionnelle à ce temps. On demande de calculer la vitesse du 
point M sur P hyperbole en fonction de ce rayon vecteur. 

Solution, i** cas. Le foyer F est intérieur à la branche parcou- 
rue pAr le point M. On désigne par r le rayon vecteur,' 2 a l'axe trans- 

irerse; ^ X- Taire du secteur décrit dans Tunité de tétops. On a 
a' cas. Le foyer est extérieur k la branche décrite: Mèmte nota- 

tiODSl 






19. Même problème pour la paraktole* 
Solution. Le paramètre étant désigné par 2/7 , oh a 

^,^a^ Il 
"^ P ' r' 

20. Une courbe tracée sur la surface d!un cane droit a pour pro- 
jection orthogonale y sur un plan perpendiculaire à Faxe du cône et 
passant par son sommet, une spirale logarithmique dont ce sommet 
est le pôle. On demande les équations de la tangente à cette courbe', 
et t équation de son plan normal en un point donné. Prouver que 
cette bourbe coupe toutes tes arêtes du cane sous un angle constant. 

Solution. r=e^^ étant l'équation de la Spirale logarithmique, 
a Tangle du cône , la tangeùie à la coùtbe fait avec l'axe des angles 
dont les cosinus sont 

m côs ô — gin Ô . m sin Q+co s ô w cot a 



v/'+iSs s/'+w-. \r+ 



m' 



sm'a . 
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La tangente fait avec Tarête du cône un angle dont la cotauigente est 
m 
sin« 

L'équation du plan normal est 

(X — j:)(wïj:— j)-|-(Y-jr)('»J-4--«?)4-(Z--a)mz = o. 

Si . SCPon désigne par s un arc de courbe , par c sa corde y par p 
le rayvn de courbure en Pune de ses extrémités , la seconde extré- 
mité venant se réunir à la première, on aura 

,, s — c I 

22. Une surface convexe étant coupée par un plan, soient (t Faire 
de la surface courbe, et a Paire de la surface plane du segment 
déterminé; si Pon fait mouvoir le plan de sorte que la section tende 

à se réduire à un point M , la limite du rapport — j— sera propor- 
tionnelle à ( =^ J , R ^f R' étant les rayvns de courbure princi- 
paux de la surface au point M. 

23. Trouver P équation du lieu des normales à la surface 

a'f:=x'[b'-z'), 
menées par tous les points de la droite 



js = X- , ay^x yP—P^ 
qui est tout entière sur la surface. 
Solution. 

aA (ax-{-j' v^^'— X*) (x ^ù^-~ A^ — ay) 

équation d'un paraboloïde hyperbolique. 

• QUADRATURES. 

2i. Calculer 

dx 



Solution. Cette intégrale se ramène à / . J en posant .r = sin <p. 



23. Cnlcider 

dx 



x{a-\'bx''Y 
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SoLUTfON. 

I , y/a-^hx^ — y/g 



X 



26. Calculer 



h 



dx 



Solution. 
27. Calculer 

x= r ^ 

foiUTioN. Si 6c — ae est positif, on a 



s/{bc- 



? — ae)c \\/(a-^bx')c-^x\/bc — ae J 

si bc — ae est négatif, on aura 

I f lae — bc ^ \ 

X = — arc tang 1 4/ — - — •' , ', 1* 



28. Calculer 

dx 



f: 



X^X^-\-X-\-l 

donner la tangente, le sinus et le cosinus de cette intégrale 
Solution. 

X = arc sin -=- + C. 

x\/S 

En supposant nulle la constante arbitraire, on a 



tangX = 



29. Calcider 



-/.-: 



r/Ô 



- é> cos 
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Traiter à part le cas de a=^b et comparer le résultat avec celui 
que donne la formule génércde. 

Solution. 

a^b X = -r==: arc CCS — —y ^j 



a<^b X = , log 



2 V o — a 






a=zb X=itangiô. 



dO. Calculer 

cosBdB 



/ C08 



-6cos0) 
Solution. 

flsinô , /* rf9 



on est ramené à la question précédente. Si a = b, 

.'X = itangiô-itang'i9. 

31. Calculer 

J xyjx \[\ — x) 
Solution. 

yjx \\-\r\/x) 



32. Démontrer que 



/ 



sma: 
o 



clx = 71^ 



m étant un nombre entier positif et impair, 

33. Calculer Paire que renferme la développée d'une ellipse. 

Solution. ^ tr i j— ^ , 

8 ab 

2a et 2^ étant les axes de l'ellipse. 

34. Trouver en coordonnées polaires Péquation de la dévelop- 
pante éPun cercle , V expression et un arc de cette courbe et celle du 

IL 21 
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secteur compris entre cet arc et les droites menées du centre du 
cercle aux extrémités du même arc. 
Solution. Équation de la développante 

rf9 = dr, 

ar 

r^^a^ 
arc de la courbe . . s = 



ia 



I -r 

secteur F-!'''— '^M^ ' 

L'arc de la développante, compté à partir du point de rencontre 
avec la circonférence, est quatrième proportionnel au diamètre et à 
la tangente. 

35. Trvuver Paire contenue dans la portion fermée (le la courbe 

x*-\-f — a\vf=o, 
qui se trouve dans P angle des coordonnées positives. 

Solution. -g-- 

36. Trouver une courbe telle , que la somme de V ordonnée et de 
la sous-normale soit constante. Construire et discuter cette courbe. 

Solution. c — x —y = a\og[a —y) , 

spirale logarithmique. 

équations différentielles. 

37. Intégrer P équation 

aydx-{-bxdy-{-jrf{cydx-\-exdy) = o. 

Solution. Le premier binôme devient intégrable étant multiplié 

nar x^'^y^^^(^y); le second, par -^ ^^(3^/'). Or on peut 
V- xr y 

déterminer «p et ^^ de manière à rendre ces facteurs égaux. 

38. Trouver une courbe dans laquelle le rayon de courbure soit en 
raison inverse de la normale. 



Solution, dx = dy W ^^7377— p 
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39. Intégrer Péquation 

o.dy^dx-^y^dx^ — yd^^ydx~ " '^ 
où X est la variable indépendante. 
Solution. 

X = c'-f- - v^^ cr — c' -h arc cos*^ • 

c y 

40. Intégrer P équation 

dx^dX'-xds'd^X=adxds)/[d^xY-\-(d''y)\ 

dans laquelle ds= ^dx^-\-dy% et s est prise pour variable inde-^ 
pendante. 

Solution. j = - c[x-\-aY-^c', 

41. Déterminer la courbe dont le rayon de courbure en cïiaque 
point est égal à la distance de ce point à un point fixe. 

Solution. L'équation de cette courbe en coordonnées polaires est 

I f Q 

= c'-l-- vacr— c* + arc cos 

c "^ r 

42. Déterminer la courbe dont le rayon de courbure est propor*- 
tionnel à celui de la développée. 

Solution. r = ké^ ^, 



43. Intégrer V équation 



S 



yZ 

ydx — 'L^^ 
•^ x 



Solution. y -. 



4 j J^— C X'^ 



44 « Intégrer V équation différentielle 
Solution. 



^{y—x-j 






45. Déterminer sur la surface cPun cône droit une courbe qui 
coupe les arêtes sous un angle constant , et qui passe par deux 
points donnés. 

Solution. Voir question W* 

21 4 
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46. Trouver les trajectoires orthogonales clés cercles inscrits dans 
un angle droit. Trouver Vasrmptote sans intégrer. Prouver que les 
trajectoires sont semblables. 

47. Les ovales de Descartes y représentés -en 4ioordonnées bipo- 
laires par les équations 

r -\- nr' = a, 

r'— nr = 6, 
se coupent à angle droit , quels que soient a et ^. 

48. Intégrer les deux équations 





«£ + 9 


dz 
dx 


+ 44 J "h 49 ^ 


= X, 




'I-' 


dz 

dx 


+ 34 / -h 38 z 


= e*. 


Solution 












'>-'i'- 


56 
9 " 




Z : 


= -^- 


9 7 5 


-¥' 



49. Intégrer T équation à différentielles partielles 

Solution. 

z 



-(^)- 



50. Déterminer une surface telle, que son plan tangent en un 
point quelconque M rencontre une droite donnée de position en un 
point qui soit également distant du point ^i de la surface et (Fun 
point fixe pris sur la droite donnée. 

Solution. Prenant le point fixe pour origine et la droite donnée 
pour axe des z, l'équation de la surface est 

(f désignant une fonction arbitraire. 

51 . Déterminer une surface telle , que son plan tangent en un 
point quelconque M rencontre une droite donnée de position en un 
point dont la distance à un point fixe pris sur cette droite soit égale 
à la distance de ce point fixe au point M de la surface. 
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Solution. Mêmes axes : 



; -h ^/x^TyT7' = ? ( j) • 



QUESTIONS DIVERSES. • 

52. L expression — rr — i.p ^^^ integraôle si m^rs etV 

sont homogènes, , 

53. Étant donnée r équation 



'(^S) 



+-GV=rO, 



dx 

dans laquelle V, K <?/ G sont des fonctions de x, K restant constam.- 

dY 
ment positif , démontrer que Y et -j- ne peuvent pas s'annuler pour 

la même valeur de x, , 

54. Déterminer, parmi tofltes les lignes d'une longueur donnée 
et terminées à deux points fixes A , B , celle pour laquelle la somme 
des produits de chaque élément ds par le carré de sa distance à la 
droite AB est un maximum. 

Solution. On prend AB pour axe des x et A pour origine. La 
question se ramène à Tintégration de l'équation 

55. La ligne minimum sur une surface développable se trouve 
par des quadratures, 

56. La courbe 

pour m = çc devient un carré dont le sommet, vu à la loupe, est 
semblable à e"'' -\- e~^ = c. 

57. On sait que des droites normales à une surface sont aussi 
normales à une infinité d^autres .surfaces-, dont cJiacune est à une 
distance constante h de la première, de sorte que deux quelconques 
interceptent sur toutes les normales une longueur constante. Ces 
surfaces ont les mêmes plans des sections principales pour tous les 
points ou elles rencontrent une même normale. Les courbes indica- 
trices des surfaces pour ces points, sont des coniques komofocales 
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ayant leurs axes parallèles, de sorte que la ligne des foyers est con- 
stante de grandeur et de direction, 

58. Si Von considère un système île lignes droites disposées dans 
r espace suivant une loi analytique quelconque y et qui ne soient 
normales à aucune surface, en prenant un point quelconque dans 
P espace y et la droite OZ correspondante à ce point ^ puis portant 
perpendiculairement à OZ deux longueurs infiniment petites OM, 
OM', égales et perpendiculaires entre elles, les angles infiniment 
petits /x et \t.' que ferait la droite' correspondante au point M avec le 
plan ZOM , et la droite correspondante au point M' avec le plan ZOM' 
auront leur somme (algébrique) p-hf*' différente de zéro et con- 
stante, quelles que soient les directions des deux lignes OM, OM', 
pourvu qu'elles soient toujours égales, et perpendiculaires Tune à 
C autre à OZ au même point 0. La somme ft+p' est nuUe dans le 
seid cas où les droites du système sont normales à une même sur- 
face (*), 



NOTE \V 



SUR UN CAS PARTICULIER DE LA FORMULE DU BINOME, 
par M. E. Catalah. 



(£x.trait des Comptes rendus de l'Académie des Sciences, i!>5>;, t. XLV, p. 6ai.) 



Les ouvrages les plus estimés, par exemple le Cours d'analyse 
du profond et regrettable Sturm, n'indiquent pas ce que devient la 
série 

I 1.1 1.2.3 

quand on suppose x = zt i . Cette lacune peut être aisément com- 
blée comme il suit : 

1 . Lemme I. Le produit 

"i «2 «3- ••"«"„+;•••' 

dans lequel on suppose, pour plus de simplicité, 

«,>W3>tt3> ...>W„>tt^^^,...>I, 

( * ) Le lecteur trouvera un grand nombre de questions, d'an excellent 
choix, dans le Recueil d'exercices sur le calcid infinitésimal, par M. Frenet; 
Paris, i856. Librairie de Mallct-Bachelicr. 
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converge ou diverge en même temps que la série 

2. Lemme II. m étant une quantité positive, moindre que Punité^ 
le produit 

p ^i ^ 3 n 



m m-{-\ w4-2 m-\-n—i 

croit indéfiniment avec n. 
En effet, 

lim ni — ; — =: lim nl\\-\ ) — i — m: 

m-\-n—i \ m-\-n—\J 

donc la série qui aurait pour terme général l est diver* 

gente (**) ; donc le produit P„ est divergent (Lemme I). 

3. LëmmE m. m étant une quantité positive y comprise entre deux 
nombres entiers consécutifs, p — !,/?_, le produit 

p-hi jt> + a n-\-i 

p — m p-\-i — m n — m 

croit indéfiniment avec n, 

4. Théorème L m étant une quantité positive quelconque, on a 

(A) i ' 

m[m— i).. (w — w + i) , 



1.2.3. . .« 



{*") Cette proposition, qui est évidente, peut être fort utile. EUc prouve, 
par exemple, que les produits 

3 7 i3 21 n'H-n.-f-i 









b 5 1 


» ï9 


n^-^n — 1 








e — 1 


e'-^x 


e^-\-\ 




e'-i 


c*— I 








sécaséc-«« 
2 


. a 
. sec - • • • 
n 


sont 


convergents , 


et 


que les 


produits 










2 5 
7*3' 


10 


n'-f-i 




7 " «' 


— n-f-i 



(I 



- tanga ) ( i -h tang - j • • • / n- tang - j 



peuvent dépasser toute limite. 
(**) Comptes rendus, tome XLILI, page 627. 
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Le reste de Ja série (A) est (*) 

^^ m{m — \),,,[m-n) 



i.2.3...(/i-i-i) (i + e)"-"'-'" 

Soit p le nombre entier immédiatement supérieur à m : on peut 
écrire 



X 



\.1. . .p 
p — m p-\-i — m n — m 



p-\-\ p-j-OL /i-hi (i-i-ô )'•+'-'« 

Des trois facteurs de R, le premier est constant, le deuxième a pour 
limite zéro (Lemme III), le troisième ne surpasse pas Tunité; donc 
lim R = 0. 

5. Théorème II. m étant une quantité positive quelconque^ on a 

Im m (m — i) 
G = I i ^ i — . .. 
m {m— i)...(w— /î-+-i) 
~ I .2. . .« 

La démonstration ne diffère pas de la précédente , pourvu que le 
reste soit mis sous la forme 



R' = ± m{m—\) ,\m—p^\) 
i,%..p 
p — m p-i-ï — m n — m 
p-h I z^-ha n-\~i 



X(i-e)'»-^ 



6. Théorème III. m étant une quantité positive, moindre que Pu- 
nitéy on a 

J_ _ m m ( m -h T ) m[m'\-i)[m-\-%) 

(cW^'"~ * ^ ^ i.a.3 

\ -f- tn['n-\-i),,.[m-{-n — i) 
\ ~ 1.1,, .n ^ 

Dans ce cas, l'expression du reste est 



R' 



m (m+i)...(/w-|-«) 



i.2...{«-|-i) (i 4-6)"*^-+' ' 
donc (Lemme II) lim R" = o. 

(*) Tome ï, page loo. 
(**) Tome I, page 102. 
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. 7. Il est évident que la série ( C) cesse d'être convergente à par- 
tir de A/i = I , et que la série 

I i.a 1.2.3 

est divergente pour toutes les valeurs positives de w. Les cas dont 
nous nous sommes occupé sont donc les seuls qui présentent quelque 
intérêt. 



NOTE III. 



SUR LBS FONCTIONS ELLIPTIQUES (*), 
par M. Sturm, d'après un Mémoire de M. Despeyrous. 



L'intégrale sous forme algébrique de l'équation 
dx dr 



^i—x^ v/ 1 — /* 
s'obtient aisément, comme on sait (**), au moyen d'une intégration 

(*) Pour l'intelligence de cette Note, il est nécessaire de savoir que Ton 
donne le nom d'intégrales elliptiques aux intégrales suivantes dont la se- 
conde représente la longueur d'un arc d'ellipse : 

/? do 

^,_c«sin«ç, 

Jx*C0 
I df ^i — C* siu'9, 
O . 

3« espèce, I ^ 

Jq (1 -h n sin* f) /i — c* sin*ç> 

Si Ton pose jr = sin9, l'intégrale de première espèce devient 
/^^ dx 



,^ T- J:' VI — C'a' 



( ** ) Voir y par exemple, Lacroix, Traité du Calcul différentiel et du Calcul 
intégral, tome II, page 473. 
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par parties. En mettant cette équation sous la forme 



dx}J\ — y^-\-dyyJ\ — x^ = o, 
on en déduit 

/ dx \l\—y'^ -h / dx v/i — x^ = constante. 
Or, en intégrant par parties, on a 

J&^rrp „^^,T:y 4.J^_ 

Ajoutant et observant que les termes sous le signe i donnent une 

somme nulle en vertu de l'équation différentielle proposée, on 
trouve l'intégrale algébrique 

x^i — j^4- jy/i —.x^ = constante. 

La constante arbitraire qu'elle contient est la valeur de y pour 
.r = o. Posons 



X 



dx 



r; . / •- 

— — g^ jr = sma, y/i — x^ — cosol, 



et de même 
Nous aurons 






=:= P^ y = sin p, y/i — y- = cos p. 
doL + dp = o, 



d'où 

'/•étant une constante. D'ailleurs, pour « = o, on a 

X = o, P = 7, r = sin 7. 
La constante de notre intégrale est donc sin 7. Par suite , il vient 

sin 7 ou sin (a -h p) = sin a cos p -h sin p cos a. 
C'est la formule fondamentale de la théorie des fonctions circu- 
laires. 

Le même procédé s'applique facilement à la recherche de l'inté- 
grale d'Euler qui donne la formule fondamentale de la théorie des 
fonctions elliptiques. 
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Soit, en effet, 

dx dy 

v^i — x^ /i — c'^x^ v/i — j* ^i — cy 

En multipliant par le produit des dénominateurs et divisant par 
I — c'x'j'', on a 



Or, en intégrant le premier terme par parties, on obtient 

En échangeant entre elles les deux lettres x et jr, on aura le second 

terme ; ajoutant donc et observant que les termes sous le signe / 

donnent une somme nulle en vertu de l'équation différentielle pro- 
posée, on trouvera 



j7\/i — rWi — c^r'^'-hri/i — ^"'' \/i — c'^x^ 

—^ ^—^ — ^rrhi = constante. 

La constante du second membre est la valeur de y pour x — o. 
Posons 



J^ x/i-x'y^i — c'x^ 



J^ y/i-x'y/i-f^x^' 

et de même 

*4 v/i— y v^i — cV 



Nous aurons 

da'^dp = o, 



(*) Dans celte intégrale la variable x doil être prise toujours moindre 
que I . Si l'on fait x = sinç> , alors Tangle ç? est appelé VamplUude de Tjn- 
tégrale a. Jacobi le désigne par am oc et pose jc = sin am a. P. 
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d'où 

a -h p = 7, 

7 étant une constante. D'ailleurs pour a = o, on a 

a7=o, p = 7, jr=S(7). 
La constante de notre intégrale est donc 8(7). Par suite il vient 

Sh) ou Sfg i 6^^ ^(«)C(P)ï^(P) + S(P)C(a)R(a) 

C'est la formule fondamentale de la théorie des fonctions ellip- 
tiques. 

Elle donne S(a — ^) en changeant le signe de S(P). On peut 
aussi en déduire C (a ±: p) et R (a ±: p). 



NOTE IV. 

SUR LES PROPRIÉTÉS DE QUELQUES FONCTIONS ET SUR LA 
REPRÉSENTATION DBS RACINES DES ÉQUATIONS PAR DES 
INTERSECTIONS DE COURBES, 

par M. E. Proubet. 



Définitions préliminaires. — Relations entre les dérivées partielles des 
fonctions P et Q. — Séparation des quantités réelles et des imaginaires 
dans les dérivées dej'{s). — Différences finies et différentielles totales 
des fonctions P et Q. — Propriétés des courbes P, Q, P -+- Q, P — Q. 
— Démonstration d'un théorème de M. Cauchy. — Asymptotes des cour- 
bes P, Q, etc. — Théorème sur le nombre des racines des équations 
algébriques. — Propriétés des surfaces £ = P, 2 = Q. — Remarques. 



DÉFINITIONS PRÉLIMINAIRES. 

i . Si /( 2 ) est une fonction qui prenne la forme P -f- Q v/— i quand 
on pose z = X -H / v^— i , P et Q étant des fonctions réelles en jc et/, 
l'équation 

(I) f(z) = P^Qx/—i = o 

entraînera les suivantes 

P = o, Q=.o 

et réciprofiuement. Il suit de là que si jc et / sont les coordonnées 
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d'un point variable, la partie réelle et le coefficient dev'— i d'une 
racine de l'équation (i) seront respectivement égaux aux valeurs 
numériques de l'abscisse, et de l'ordonnée d'un point commun aux 
deux courbes données par les équations P = o, Q = o. 

Les points d'intersection de ces deux courbes peuvent donc être 
regardés comme formant une représentation géométrique des racines 
de l'équation /(z) = o, et c'est pour rappeler cette propriété que 
nous les nommerons des points-racines. 

â. On dit en général qu'une équation /(z) = o a /j racines égales 
à a lorsqu'on a f(z)=^ (z — fl)"f(z), î[z) désignant une fonction 
qui ne devient ni nulle , ni infinie pour z — a\Gr comme la fonc- 
tion f (z)= r- — vi prend la forme - pour z = a^ si l'on cherche 

sa véritable valeur d'après les règles connues , on voit que pour 
qu*elle ne soit ni nulle ni infinie , on doit avoir 

. Toutes les fois que l'équation f[z) aura n racines égales , le point- 
racine correspondant sera pour nous l'équivalent de n points-racines 
qui coïncideraient , et nous le nommerons , dans ce cas , point-racine 
de V ordre n. 

RELATIONS BNTRE LES DÉRIVÂBS PARTIELLES DES FONCTIONS P ET Q. 

3. Relations entre lés dérivées partielles du premier ordre* 

Si Ton suppose que z tienne la place de x-\-yyJ— i dans l'identité 

et que l'on prenne les dérivées des deux membres , d'après la règle 
des fonctions de fonctions, on aura 

On obtient ainsi deux expressions différentes de /'(z), et en ex- 
primant qu'elles sont identiques , on aura les relations 
r/P r/Q 

(>) 



di = 


^' 


rfp 

dy- 


rfQ 
dx 
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4. RÉCIPROQUEMENT, AI les relations (a) ont lieu entre les dérivées 
de deiix fonctions 

V et Q sont la partie réelle et le coefficient de yj — i dune fonction 
dune seule variable z, dans laquelle on aurait substitué x-\-y^ — i 
à z. 
En effet, posons 

w = p-i-Ov/-i; 

substituons à x dans cette expression z— jv^— i, et prenons la dé- 
rivée de W par rapport à /; nous aurons 

dy ~ drdy'^ dy^\dxdr dy)^ *^ 
et comme ^ = — \/— ' > il ^^ résulte 



dVf 



\dy^dx}^\dy dx)^ 



Or le second membre est identiquement nul d'après l'hypothèse* 

dW 
On a donc — r- = o. Ainsi le résultat de la substitution est indé- 
dy 

pendant de y et par conséquent W se réduit à une fonction de z , qui 
par la substitution de x -h y yj— i devient P + Q /-^i. 

C. 0. F. D. 

5. Relations entre les dérivées partielles du second ordre. 
Les relations (2) étant identiques, on pourra prendre les dérivées 
des deux membres de chacune d'elles : on obtiendra ainsi 





d'V 

dx'~ 


d'Q 
dxdy' 


d'? 
dxdy- 


d'Q 

dy^ 




d'Q 

dx' " 


d'V 
dxdy' 


d'Q 
dxdy 


d'p 


d'où 


résultent les relations 






(3) 




\ dx' 
\ dx"- 


rf'P 

d'Q 
df 





RÉCIPROQUEMENT, si l'une des relations (3) est vérifiée par une 
fonction P, il sera possible de trouver une seconde fonction Q telle , 
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que V etQ résultent de la substitution tic r-f- j / — i hla place de z 
dans une certaine fonction (f ( z ) . 






on aura 



dQd^ dQ_ f^ , __ C£ld -_'i? 
df " dx' dx ~J dx^ ^~ J dy^ ^~ dy 

Ainsi les relations (2) sont vérifiées par les fonctions P et Q, et 
par suite il existe une fonction ^[z) telle, que Ton a identiquement 

6. Relations générales entre les dérivées partielles de P et celle:* 
deQ, 

On tire des équations { 2 ) en les différentiant A — i fois par rap- 
port à .r ,'et /i — X 4-f fois par rapport à y 



(4) 



rf'P _ ^'Q 






7. Relations entre les dérivées partielles de P ou de Q. 
On tire des équations (3) par la différentiation 

I d"? _ _ ^"P 
r/"Q _ d^Q 
da^df-^~ da^-^dy*-^^'"' 

Ces équations expriment une propriété commune aux deux fonc- 
tions P et Q. En y faisant successivement /- = «, 72 — 2, « — 4. . .. 
puis k = n— I , /î — 3, w — 5. . . , on obtient : 

//*P e/"P ^"P rf»p 



(6) 



,dx"-'dy dx^'dy'' dx^'^'^dy' daf-^dy' 

Ainsi Toutes les dérivées partielles de P om ^/? Q d'un même 
ordre , r/«r«5 lesquelles Pindice de différentiation relatif à une- 



dx" ~ 


fhf-^dy' dx^-'dy'~ 


dx^-^dy'' 


^«p 


d"V rf"P 


//•P 


r/^-^d> " 


dx"-^^cty' dx^'dy' 


dx^-'dy'' 


d^Q __ 


rf»Q rf'Q 


d"Q 


dx^ ~ 


dx^-'dy' ~ dxT-'df ~ 


dx^-'dy' 


r/«Q 


d"Q r/»Q 


^«Q 
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même variable est en même temps pair ou impair , sont égaies en 

valeurs absolues. 

Et si Von range ces dériifées suivant un ordre de grcmdeur de 
cet indice, les signes -\- et — se succéderont alternativement. 

SÉPARATrON DES QUANTITÉS RÉELLES ET DES IMAGINAIRES DANS LES 
DÉRIVÉES DE f(z), 

8. En différentiant par rapport à ;r les deux membres de l'iden- 
tité /(z) = P-hQv'— I, nous avons trouvé 
.,, ^ dV dQ / — 

Cette formule fait voir que pour obtenir la partie réelle et le 
coefficient de ^^ de la dérivée d'une fonction, il suffit de prendre 
les dérivées par rapport à a: des parties analogues de cette fonc- 
tion. En prenant n fois de suite la dérivée par rapport à :r, on 
trouve 

-^ ^^ doT^ daf" ^ 

On peut donner à cette expression deux autres formes et n'y 
employer que la fonction P ou la fonction Q. Il suffit d'y remplacer 
drO rf"P ^P rf"Q . , . 

d'après les relations (4)- On aura ainsi 

/ -, . r/"P ûf«P , — 



DIFFÉRENCES FINIES ET DIFFÉRENTIELLES TOTALES DES FONCTIONS 
P ET Q. 

9. Les propriétés précédentes perpuettent de développer les 
accroissements des fonctions P et Q suivant les accroissements de 
leurs variables. 

Si dans/(z) on change z en (z-|-Ajc-}-Aj/^), on aura 
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fen posant 

A.r-f-A/v/-^^^ /-(cosO-Hv^^skiô), 
nous aurons , par la formule de Moivre , 

D'ailleurs la première formule ( 7 ) donne 
donc on a 

et en séparant les parties réelles et les parties imaginaires 

' n 



iO. Si Ton suppose Aj; et Aj infiniment petits, le terme général 
de chaque développement devient la différentielle totale du /z"'"* 
ordre de P ou de Q, divisée par le produit i .2.3. . . . «. On aura 
donc, en appelant w la limite de l'angle et' en observant que 



^ ' ^ - "^ sinw 

COS/^c,>^--^-JJ::^sm/^^. 

T-7 =^^ <r". 



r/"Orr-- 



sm " w 



PROPRIÉTÉS DES COURBES P ET Q. — POINTS MULTIPLES. 

ii. Pour abréger, nous appellerons courbe P, courbe Q, les 
courbes représentées par les équations P = o, Q — o. Nous suppo* 
II. 22 
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serons que le système d'axes auquel on les rapporte est rectangu- 
laire. 

Une propriété remarquable de ces courbes. est d'avoir chacune 
un point multiple de l'ordre. /?, toutes les fois que l'équation pri- 
mitive f[z) = G, a /î racines égales entre elles. Pour le démontrer, 
il faut faire voir : i° que les fonctions P et Q s'annulent avec leurs 
dérivées partielles jusqu'à Tordre n — i inclusivement quand on y 
subtitue les coordonnées d'un point-racine de l'ordre n\ i° que 
chaque courbe a en ce point n tangentes distinctes. 

12. Premièrement, quand /(z) a n racines égales à x-^y\/~^^^ 
on doit avoir, i désignant un nombre au plus égal à n , 

cette équation entraîne les deux autres : 

d'y _ d'y 

dx^~ * dx^~^ dy~~ 

n résulte de là et des relations (6) que toutes les dérivées de P 
de l'ordre / sont nulles, et comme i est compris entre o et 72 — i, 
il est donc démontré, qu'en un point-racine de l'ordre /i, toutes les 
dérivées partielles de P s'annulent jusqu'à l'ordre n — i inclusive- 
ment. — Môme démonstration pour la fonction Q. 

i3. En second lieu , les courbes P ^/ Q ont chacune, au point 

[x, y)^ n tangentes distinctes. 

Considérons d'abord la courbe P. 

dr 
On obtiendra le coefficient angulaire -~- — tangw d'une tangente 

à la courbe au point (^, j) , en égalant à o la différentielle totale 
du /î'*'"" ordre. D'après la fornmle (9), Téquation qu'il faudra poser 
sera donc : 

rf"P /f»P 

. „ ^ = ô. 

Le dénominateur de cette équation n'est jamais supérieur à l'unité, 
et il ne peut devenir nul en même temps que le numérateur 
qu'autant qu'on a 

r/»P 

^ = ^* 

Mais ce cas peut être écarté, car il suffit, pour l'éviter, de chan- 
ger la direction des axes de coordonnées. Si donc on suppose 
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-T-j^o, Oit aura toutes les solutions de cette équation en posant 

daf 



daf~^ dy 

da^ 
rf»P ' 





</^- 


■rfr 


/ÎW 


^^^k-n, 




w = 


n n 





(10) tang/îw: 

et si l'on fait 

tangfxr 

ôii atira , 

d'où 

(II) 



Pour avoir toutes les tangentes à la courbe P, il suffit de don- 
ner à /i les valeurs o, i, 2,...,/i— i, et l'on obtient n valeurs 

de 0), formant une progression arithmétique dont la raison est - • 

Donc la courbe P a /i tangentes distinctes et tellement disposées^ 
que deux tangentes consécutives comprennent un angle égal à la 
^ttm* partie de deux angles droits. 

14. Il importe de remarquer qu'un point-racine dfe l'ordre n ne 
peut être un point d'arrêt ou un point isolé, pour aucune branche de 
la courbe P, du moins dans le cas où la fonction P est continue. En 
effet, l'équation qui donne tango» ayant toutes ses racines inégales^ 
on voit facilement, en développant P par la série de Taylor, que P 
changera de signe quand on y substituera successivement les coor- 
données de deux points suffisamment rapprochés du point N et situés 
de part et d'autre d'une îiiême tangente. 

15. Un calcul analogue à celui que nous avons fait pour la courbe 
P. assignerait aussi à la courbe Q, en un point-racine de l'ordre /?, 
n tangentes distinctes et tellement disposées, que deux tangentes 

consécutives comprennent un angle égal à — On peut déjà en con- 
clure qu'entre deux tangentes consécutives à la courbe P il y a tou- 
jours une tangente à la courbe Q. Mais je dis de plus que : 

Les tangentes à la courbe Q sont les bissectrices des angles for- 
més par les tangentes à la courbe P. 

22. 
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Pour le démontrer, rappelonis-nous la formule 

daf* 
(lo) tang«w=: .^^^. 

daf-' dy 

En appelant i» Tangle qu'une tangente à la courbe Q fait avec l'axe 
des .r, nous aurons do même 

(12) tang/ît>- ^;;^. 



daf^~^ dy 



Or, d'après les relations (4) 




rf»Q r/»P d^Q 

(hr ~ daf'-'dy' daf^'dy~ 


rf"P 


donc 




tang/îw tang/2i» = — i, 




d'où 




/i w — « u = zh -, 

2 




(l3) 0) — V = ± • 





w — u est l'angle compris entre une tangente à la courbe P et 
une tangente à la courbe Q la plus voisine, et l'équation (i3) montre 
que cet angle, abstraction faite du signe, est la moitié de l'angle 

- compris entre deux tangentes consécutives à la* courbe P. 

46. Les résultats précédents comprennent le cas particulier #'un 

I TT 

point-racine simple. En un point de cette espèce, l'angle — formé 
par la tangente à la courbe P, et la tangente à la courbe Q se réduit à 

— On peut d'ailleurs l'établir directement. Ainsi r 

En un point-racine du premier ordre les courbes V et Q se cou-' 
pent à angle droit. 

Cette propriété appartiendrait encore aux courbes représentées 
par les équations 

P-A, Q=B, 

A et B étant deux constantes quelconques r 
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PROPRIÉTÉS DES COURBES DONNÉES PAR LES ÉQUATICiNS 
P-Q=:0, P + Q = 0. 

i7. La courbe qui a pour équation P — Q = o est le lieu de tous 
les points dont les coordonnées, substituées dans les fonctions P et Q, 
donnent des résultats égaux et de même signe. En chaque point de 

p 
celte courbe le rapport ^ est égal ai. ,1 

La courbe qui a pour équation P 4- Q — o est le lieu de tous les 
points dont les coordonnées, substituées dans les fonctions P et Q, 

P 

donnent des résultats égaux et de signes contraires. Le rapport rz y 

est constamment égal à — i. 

Les couii)es P — Q, P -f- Q jouissent des mêmes propriétés que 
les courbes P et»Q, et il suffit pour le démontrer d'observer que les 
fonctions 

sont la partie réelle et le coefficient de ^— i de la fonction 

. (i-hv^)/» = (i-^v^i)(PH-Q/^) 

= P--Q4-(P-f-Q)V^^. 

D'ailleurs p et q s^annulent évidemment avec leurs dérivées jus- 
qu'à l'ordre n exclusivement, quand on y substitue les coordonnées 
d'un point racine de l'ordre n ; d'oii il suit que : 

£n un point racine de l'ordre n] 

i"", La courbe V — Q a n tangentes distinctes dont chacune fait 

avec celle qui la suit un angle égal à - ; 

!i°. La courbe P + Q a aussi n tangentes distinctes qui sont les 
bissectrices des angles formés par les tangentes à la courbe P — Q. 

18. Pour construire les tangentes à nos deux nouvelles courbes, 
il' suffit de connaître l'angle qu'une tangente à l'une d'elles fait 
avec une tangente à la courbe P. 

Soit tangwg le coefficient angulaire d'une tangente à la courbe 

P — Q : on a trouvé plus haut 

^"P 

daf^ 
(10) tangww:^ _— ^jj^-; 



daf'-'dy 
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à cause de la symétrie du calcul, on aura aussi 
(i4) tang/ïs = — dny-'r 



daf^^dy 



mais 



Donc 



dû^"' daf daf" " djf'~^ dzf-' dy 

d^'p _ <f"P _ ^"Q _ flf"P _ c?"P 

daf-^ dy~ daf^^ dy daf^^ dy~ da^'^ dy daf' 

d^V d"? 



rir* daf^-^dy — (tangww-4-i) , / 7r\ 

tang/ie= j^r^ j^-L = — ^ — 2 i = tang I /2« — 7 ) 5 

cir""^ </>^ daf" 
d'Où 

(l5) g=w — --. 

De là résulte que si l'on construit, comme au if 14, les tangentes 
aux courbes P et Q, et que si l'on désigne respectivement les anglçs 
consécutifs formés par ces tangentes, par les nombres 

0, I, 2, 3,..., 

les bissectrices des angles de rang pair seront les tangentes à la 
courbe P -H Q. Les bissectrices des angles de rang impair seront les, 
tangentes à la courbe P — Q. 

DÉMONSTRATION D UN THiORÈME DE H. GAUCHY. 

19. Traçons autour d'un point-racine N, de l'ordre n, un cercle 
assez petit pour que dans son intérieur les courbes P, Q, P — Q, 
P + Q se confondent sensiblement avec leurs tangentes, et, par 
suite, ne puissent s'y couper mutuellement ailleurs qu'au point N. 
Un point mobile M qui parcourra la circonférence dans le sens di- 
rect de rotation, c'est-à-dire en allant des x positifs aux y positifs, 
devra rencontrer 1 n fois chacune des quatre courbes et toujours 
dans l'ordre suivant : 

...P-Q, P, P + 0, Q, P-0, P,.... 

Concevons qu'à chaque position du point mobile on substitue ses 

P P 

coordonnées dans le rapport tt- De la courbe P~Q, où ^ estposi- 

p 

tif (17), le point M passe sur la courbe P où t: s'annule, et de là immé- 
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p 

dialemeiit sur la courbe P-hO, où t^ est négatif. Donc Xîhaquefois 

P 

que le point M traverse la courbe P, le rapport -. passe du positif 

au négatif. Ce rapport passe au contraire du négatif au ])ositif cha- 
que fois que le point '^ traverse la courbe Q. 

Donc lorsque le point mobile sera revenu à sa position initiale 
après avoir rencontré 2 n fois la courbe P et 2 « fois la courbe Q, le 

p 
rapport j- aura passé '2/2 fois du positif au négatif en s'évanouissant, 

et 2« fois du négatif au positif en devenant infini. 

Si au lieu d'un cercle ou d'un contour convexe on trace une courbe 
fermée très-petite, qui présente des sinuosités, le point mobile 
pourra traverser plusieurs fois chaque portion de la courbe P, mais 
il devra la traverser une fois de plus dans le sens direct que dans 
le sens rétrograde, puisqu'il doit revenir à sa position initiale. Donc, 

p 
pour chaque portion de la courbe P, le rapport rr passera une fois 

de plus du positif au négatif que du négatif au positif, et quand le 
point mobile sera revenu au point de départ, ce rapport aura passé 
en s'évanouissant 2 n fois de plus du positif au négatif que du né- 
gatif au positif. Au contraire, ce rapport aura passé en devenant 
infini 2 n fois de plus du négatif au positif que du positif au négatif. 

Ainsi se trouve démontré, pour un c^s particulier, un théorème 
remarquable dû à M. Cauchy, et dont voici l'énoncé : 

Le nombre des points-racines situés dans Vintérieur d^un contour 
fermé, en supposant qu'il ne s'en trouve aucun sur ce contour même , 
est é^al à la demi-différence entre le nombre des variations ( * ) 

p 
descendantes et celui des variations ascendantes du rapport ^ 7 pour 

toute l'étendue du contour supposé parcouru dans le sens direct de 
rotation, 

20. Du cas particulier que nous venons d'examiner, on s'élève 
au cas général par les considérations suivantes, empruntées à un 
Mémoire de MM. Sturm et Liou ville [Journal de Mathématiques y 
tome I, page 278 ) : 

« Soit A l'excès du nombre de variations descendantes s^r le nom- 

p 
bre des variations ascendantes du rapport rr pour un contour qui 



(*) J'appelle variation ascendante le changement de signe d'une quan- 
tité qui passe du négatifau positif en s'évanouissant. Une variatioB des- 
cendante est le contraire. 
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renferme p racines. Il faut dômontrer que Ton a ;ji =^ - A, Or, 

» 1°. Le théorème est évident pour un contour quelconque ABC, 
lorsque dans l'intérieur de ce contour et sur le contour même on n'a 
jamais P = o; alors en effet les deux nombres p et A sont tous les 

deux nuls, et par suite l'équation |x = - A est satisfaite. 

» Elle est satisfaite encore lorsque dans l'intérieur du contour ABC , 
et sur ce contour même , on n'a jamais Q = o ; le nombre f* est alors 
encore égal à zéro , et je vais prouver que l'on a aussi A =f o. En 

p 
effet la fraction ^î quand on aura fait un tour entier pour revenir 

au point de départ A , devra se retrouver en ce point affectée du 
même signe que d'abord elle possédait, quand le mouvement a com- 
mencé : donc cette fraction doit changer de signe un nombre pair 
de fois , toujours en s' évanouissant , puisque son numérateur seul 
peut devenir nul , et en passant alternativement du positif au né- 
gatif et du négatif au positif : donc enfm l'excès A du nombre de fois 
où elle va du -h au — sur le nombre de fois où elle va du — au + 
ons'évanouissant, est égal à zéro, ce qu'il fallait prouver. 

» 2°. Quand le théorème de M. Cauchy a lieu pour deux contours 
ABCA , ACDA qui ont une partie commune AC , il a lieu également 
pour le contour total ABCDA formé par leur réunion. En effet, 

p 
l'excès A du nombre de .fois où ^ s'évanouîssant passe du -h au — 

sur le nombre de fois où cette fraction en s' évanouissant passe du — 
au -i- est le même , soit qu'on parcoure le contour total ABCDA , 
soit qu'on parcourre successivement les deux contours ABCA, ACDA, 
puisqu'à chaque passage du -I- au — ou du — au -h , qui a lieu quand 
on va sur le côté AC de C en A , répond un passage inverse du — 
au -h ou du -h au -— , quand on va sur le même côté de A en C. Or 
on supposant que le nombre des racines soit égal à a' dans le con- 
tour ABCA , et à p" dans le contour ACDA , on a A = 2^' pour le 
premier de ces contours, et A =: nu." pour le second, puisque le 
théorème de M. Cauchy est supposé applicable à l'un et à l'autre : 
d'après ce qu'on vient devoir, il résulte de laque, pour le contour 
total ABCDA , on a A = 2 ( p'-f- 11" ) ; donc le théorème de M. Cauchy 
est vrai pour le contour ABCDA qui renferme fx'-f ^l" racines. 

» Si l'on considère un nombre quelconque de contours juxta- 
|)osés, pour chacun desquels ce théorème ait lieu, il aura lieu éga- 
lement pour le contour total formé par la réunion de ces dcux-là : 
("oisl (^ qu'on verra tMi réunissant ros contours successivement deux 
y doux , coramo on pmit lo faire d'après ce (jui vient d'être démontré. 
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» 3*". Étant donné un contour quelconque ABC, on peut toujours 
le concevoir divisé : I. En contours convexes tracés autour do cha- 
que racine contenue dans l'intérieur de ABC, et assujettis aux con- 
ditions énoncées n** 49; IL En contours semblables à ceux dont on 
a parlé (1°) , c'est-à-dire pour lesquels on n'a jamais à la fois P = o , 
Q = 0. Le théorème de M. Cauchy ayant lieu pour les diverses par- 
ties dans lesquelles on divise le contour ABC aura lieu pour ce con- 
tour même ABC , dont la forme est arbitraire. 

» Ce théorème est donc entièrement démontré. 

» Toutefois, nous excluons formellement le cas particulier où, 
pour quelque point de la courbe ABC , on aurait à la fois P = o , 
Q = o ; ce Cas particulier ne jouit d'aucune propriété régulière , et 
ne peut donner lieu à aucun théorème : car dès qu'on l'admet l'excès 
A peut varier avec la forme du contour sans que le nombre [i varie ; 
de sorte qu'il n'existe alors entre p et A aucune relation constante. » 

ASYMPTOTES DES COURBES P, Q, P— Q, P + Q, DANS LE CAS OU P 
ET Q SONT DES FONCTIONS ALGÉBRIQUES ET ENTIÈRES. — THÉORÈME 
SUR LE NOMBRE DES RACINES d'uNE ÉQUATION ALGÉBRIQUE. 

21 . Soit une équation algébrique et entière de degré m , 

/(3) - (A, -fJB„ /=T) Z-+ {A. + B. v/=T) z--' -h. , . 
4- (A„+B^v/-i)-o; 

si nous posons 

z = a:-\-jr\/—i = r (cosw4- y/— i sin w), 

\H- B„ \/^ = p„ (cosa„-h v/^ sinaj , 
nous aurons 

4-V — isin(a + w«)]4-pir'""' cos[a, -h(/?/— i)w] 
-h v^— I sin [a, -h (/w — i) w] + . . . , 
d'où 

P =3: pr^COS (a 4- TtKfi) -h p, /^'-' COS [a, -|- (w — i ) w] 
+ P2/'*-^C0S[a,-h(//î~2)w]+..., 

Q = pr^ sin (a.-h /w w) + p, A^-' sin [a, -h ( w — I ) wj 

+ p,r"-'sin [a, + [m - 2)w] + . . . . 

Les polynômes P et Q ainsi définis, nous allons chercher les 
asymptotes des courbes données par les équations P = o, Q - o. 

22. Les coefficients angulaires des asymptotes d'une courbe al- 
gébrique de dogré /«, s'obtiennent en égalant à o la somme des 
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termes de son équation du /«*'""' degré, après y avoir fait jc = r oosw, 
j= rsinw. 

Or, les termes du m'^*^ degré des polynômes P et Q proviennent 
évidemment de la substitution de J7-hj/— i à la place de z dans 

le terme (A,-|-B„/^) js" de l'équation /(z) = o. Donc, si resser- 
vant w pour désigner l'angle qu'une asymptote à la courbe P fait 
avec l'axe des ar, on appelle v l'angle analogue relatif à la courbe Q, 
on obtiendra <u et u en posant 

pr*'C0S(a-h/ww) — o, pr"cOS(a-4-/wv) = o, 

d'où l'on tire 

<.6) ' m m ^m 

a , TT 1 TT 
hX — = W 

77? m '1 m 

23. Quand l'équation d'une courbe de degré m est telle, qu'on 
puisse faire disparaître les termes du (/w — i)'*""" degré en posant 
jr = x'-|-x,, j=y + j,, on sait que toutes les asymptotes de 
cette courbe passent par le point (x,, /,). 

Les courbes P et Q sont dans ce cas. 

En effet si dans l'équation /(z) = o on fait 2 = z' -|-X( -i- j, }f—i> 
il suffira, pour faire disparaître le termes en z"""', de poser 



• -^'^ ^ A„+B./=n 

ou bien séparément, 

I A,A.-^B,B. 1 A,B,-A.B, 

/w AJ+BJ ' '^' /w AJ-hB; 

La transformée en z' n'ayant pas de termes du (/w — i)''"^ degré, 
les polynômes P,, Q,, analogues à P et à Q» que l*on en déduit en 
posant z'= x'-hj^ V— 1» n'auront pas non plus de termes de ce 
degré. 

Mais il est évident que P, et Q, sont ce que deviennent P et Q 
quand on y fait j: = x' + x„ j-=y + j,. Ainsi, les polynômes P 
et Q perdent leurs termes du degré /w — i par ce changement de 
variables, et, par suite, toutes les asymptotes des courbes P et Q 
passent par le point t-^,, j,). 

24. Des formules (16) il résulte : 1° que les deux courbes P et Q 
ont chacune m asymptotes distinctes; 2'' que deux asymptotes 
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consécutives de l'une d'elles comprennent un angle égal à — j 

dont la bissectrice est une asymptote de l'autre courbe (*). 

La construction des asymptotes est donc la même que celle des 
tangentes en un point-racine de Tordre n. 

Les équations qui donnent tang &> et tang t> n'ayant que des ra- 
cines inégales, les asymptotes ainsi obtenues sont bien réelles et 
s'approchent indéfiniment des courbes P et Q, tant du côté de l'in- 
fini positif que du côté de l'infini négatif. 

25. Les courbes P — 0, P + Q ont aussi chacune tn asymptotes 
qui passent par le point (^,, j,). Leur position par rapport aux 
asymptotes des courbes P et est la môme que celles des tan- 
gentes au n° 18. Il résulte de là que si du point [x^, /,) on décrit 
un cercle assez grand pour que, près de sa circonférence, Jes 
courbes se confondent sensiblement avec leurs asymptotes, un 
point mobile, parcourant ce cercle dans le sens direct de rotation, 
rencontrera a m fois, chacune des quatre courbes et toujours dans 
l'ordre suivant : 

- ...,P-Q, P, P+Q, Q, P-Q,... 

Par conséquent, la différence entre les nombres des variations 

p 
descendantes et ascendantes du rapport j. sera égale pour ce con- 
tour à 2/w. Le nombre des points- racines qu'il' renferme est donc 
égal à w, et comme au delà les courbes ne peuvent pas se couper, 
pn en conclut que toute équation algébrique et entière^ de degré 
m y a coefficients quelconques^ admet m racines de la forme 

PROPRIÉTÉS PES SURFACES DONNÉES PAR LES EQUATIONS 
3'=P, 3 = Q. 

26. Si dans l'intégrale définie (475) 

r ''f{u)dQ=^iTf{o)^ 

où u tient la place de jc+jv/— T= r(cos04-v/^sinô), on sup- 



{*) Ces propriétés des asymptotes ont été remarquées par M. Gauss et 
publiées par lui, en 1799, dans une thèse intitulée ; D^moar/rafio nova 
iheorematis omnemjunctionem al^braicam rationalem integram unius varia-* 
bilis injaçtores reaies primi vel sccundi gradus resolt>i posse. Helmstadii, 
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pose /(m) de la forme ^*(n)-{-^V(u)^^, 4>(«) et W(u) étant des 
fonctions réelles de «, on aura séparément : 

' P^/0 = 27r*(o), / Qr/ô=27rY(o), 
o •^o 

P et Q ayant toujours la même signification, mais devant être con- 
sidérées comme des fonctions réelles de rsinS et de rcosô. 
Voici une conséquence remarquable de ces formules : 
Soit V le volume d'un corps compris entre la surface z — P, le 
plan j:j, et un cylindre droit de rayon r et ayant pour axe l'axe 
^les z. On aura : 

V= f CrPflrdQ= j rdQ j Pr/0= a7r<ï>(o) j rdr, • 

et enfin 

V=:7rr»4>(o). 

Ainsi le volume considéré est égal à celui d'un cylindre ordinaire, 
do môme base et ayant pour hauteur <> (o). 

En appelant U un volume analogue, dans lequel la surface z = Q 
remplacerait la surface z = P, on aurait de même 

Dans le cas où la fonction /(«) est réelle, ce vMume est cons- 
tamment nul. 

RBMARQOES. 

27. Les courbes données par les équations P = o, Q = o, ne 
sont pas les seules qui puissent servir à représenter par leurs 
intersections les racines de l'équation /(z)=: o. En effet, on ne 
change pas les racines de cette équation en multipliant son premier 
membre par une constante réelle ou imaginaire. Or, le premier 
membre de l'équation 

se changera pour z = x-\-yy/^^ en 

«p_^Q4_(^P + «Q)v/=7, 

et les courbes données par les équations 

P, = tfP-^Q=:o, Q, = ^P + flQ=-o 

^, couperont aux points-racines de la proposée. 

Les courbes P, et Q, jouissent des mêmes/ propriétés que les 
courbes P et Q, et si un ajoute à celte remarque, qu'en chaque 
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P // 

point de Fa courbe P, le rapport rt est égal à -? on aura deux 

théorèmes, qui pourront s'énoncer d'une manière abrégée comme 
il suit : 

p 

Le rapport -rr a la même vctleur à tous les sommets (Vun poly- 
gone régulier infiniment petit de 2n côtés, dont le centre est un 
point-racine de F ordre n. 
p 

Le rapport tt a la même valeur à tous les sommets d'un poly- 
gone régulier infiniment grand de ^m côtés dont le centre est le 
point de concours des asymptotes, — Le dernier théorème n'a lieu 
que dans le cas où P et Q sont des fonctions algébriques et en- 
tières de degré m, 

28. Tous les théorèmes démontrés dans cette Note ne s'appliquent 
qu'aux fonctions que M. Liouville appelle bien déterminées^ c'est-à- 
dire à celles qui ne prennent qu'une seule valeur pour chaque va- 
leur de la variable z = x-\-y\/-—\^ et qui varient d'une manière 
continue quand le point ( j?, j) se déplace suivant une courbe quel- 
conque. 



NOTE V. 



EXERCICES SUR LA RECTIFICATION DES COURBES PLAINES, 
Par M. E. Prouhet. 



Formule pour la rectification des arcs. — Approximation des arcs. — 
xTransformatiort des arcs de courbe. — Courbes rectifiables. 



FORMULE POUR LA RECTIFICATION DES ARCS DE COURBE PLANE. 

i. Soient AB une courbe plane, un point pris dans son plan, 
OP une perpendiculaire à la tangente menée à la courbe AB par un 
de ses points M : La normale à la courbe y lieu des points P, s* ob- 
tient enjoignant le point P au milieu de la droite OM. 

2. Si Ihn désigne par p la perpendiculaire OP et par w V angle 
(pie cette droite fait avec un axe fixe, on aura 
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Cela résulte de ce que PM est égale à la sous-normale de la po- 
daire (c'est ainsi qu'on nomme le lieu des points P), quand on con- 
sidère /? et » comme des coordonnées polaires. 

3. Si du point on abaisse une perpendiculaire OQ sur la nor- 
male CM à la courbe AB, C étant le centre de courburg, on aura 

dov 

car le point Q appartient à la podaire de la développée de la 
courbe AB. 

4. Si Fon désigne Parc AB par j, et par x etp les angles que les 
normales aux points A et B font avec un axe fixe, on aura 

En effet, p étant le rayon de courbure, on a 

s^j pd^=f (op±cQ)rf«=y (p+^y^. 

5. Quand le point est le point de concours des normales extrê- 
mes et plus généralement quand les extrémités de Varc AB sont 
également distantes des points correspondants de la podaire, on a 

(TI) s= I pd^. 

Conséquence de ( 2 ) et de ( 4 ). 

6. La formule [\) ne change pas quand on change p en 

/? H- « cos w -f- ^ sin w. 
Analytiquement cela résulte de ce que 

z = « cos w -h ^ sin w 
est l'intégrale générale de Téquation 

d^z 

géométriquement cette transformation revient à déplacer le point 
d'où l'on abaisse des perpendiculaires sur les tangentes à la courbe. 
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APPROXIMATION DES ARCS DE COCftBE. 

7. Soient AB un arc convexe, un point pris dans la concavité 

de cette courbe, u P angle des normales extrêmes, en désignant 

par p^. p,, Pj. . . .pj„ les rayons de courbure qui font avec la nor- 

* , , «r «2 3w 

maie au point A les angles o, — ? — •> — • • 7 on aura 

^ ^ 7,n 7.n in 

o et xs. 

Ces deux inégalités résultent de ce que I prfw peut être consi- 
dérée comme Taire d'une, courbe convexe dont p et w seraient les 
coordonnées rectangulaires. 

8. Si est le point de concours des normales extrêmes, et /?^, 
/?,,/?„..., p^ les perpendiculaires abaissées sur les côtés d^ un poly- 
gone équiangle circonscrit à la courbe AB, on aura 



AB = limo '^P^-^P^-^P^'-P^ pour /i = 00 , 
AB = limtg- ^'"^^»'"^^'-^ pour «=;oo. 

9. Soit CD une droite partagée au point E en deux segments, 
CE = û, CD = b. Si Pon partage en m parties égales la drmi- 
cfrconférence décrite sur CD comme diamètre et que Von désigne 
P^^ Pti Pu ••• Pint ^^'^ droites menées du point E aux divers points 
de division^ le périmètre de T ellipse ayant a« et ib pour axes sera 
compris entre deux circonférences ayant pour rayons la première 

iPt-^Pr-^Pi-^'-^ÏP^ 

n 
et la seconde 

n 

Le théorème aurait encore lieu si le point E était pris sur le 
prolongement de CD et que Ton eût encore EC = a^ ED = b. 

10. Xa moyenne des distances d'un point pris dans le plan d'un 
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cercle ^ luix sommets iVun polvs^onv régulier dU'ine infinité de cotés 
inscrits dans le cercle , est égale au périmètre (Pu ne ellipse ayant 
pour demi-axes la plus grande et In plus courte distance du p<nnt 
à la circonférence, divisé par t.it. — Cas où le point est pris sur la 
circonférence 
Conséquence de (9). 

11. Le périmètre d'une ellipse ayant pour axes la et ib^ n^b^ 
étant désigné par E, on a 

E>27li, E<2'Trû, 

E>27r , E<a7r. !l î ' 

H^air- ? II. <r 27? ' • 

4 2 

Conséquence de (9). 

12. Si AB et A'B' sont deux droites parallèles, et «, ^, des points 
pris sur les droites AA', BB', de telle sorte que 



on aura 



On prendra le signe -h si les droites AB, A'B' sont dirigées dans le 
même sens, et le signe — dans le cas contraire. 

13. Si plusieurs polygones ABCD. . . , A'B'C'D'. . . , A"B"C"D". . . , 
ont leurs eôtés respectivement parallèles , si a est le centre de gravité 
des sommets homologues A, A', A" ... ; b celui des sommets B, B', 
B". . ., et ainsi de suite ^ le polygone abcd. . . aura ses cotés paral- 
lèles à ceux des premiers polygones, et son périmètre sera égal à 
la moyenne arithmétique des périmètres des polygones proposés. 

Se démontrera d'abord pour deux polygones, puis pour trois, et 
ainsi de suite, au moyen du théorème 12. 

14. Soient C, C, C, . . . plusieurs courbes. A, A', A", . . . des points 
appartenant respectivement à ces courbes et tels, que les tangentes 
en ces pointe soient parallèles. Soit a le centre de gravité des points 
A, A', A", . . . considérés comme des points matériels de poids 
égaux. Si les points A, A', . . . se meuvent sur leurs courbes respecti- 
ves en remplissant toujours les conditions précédentes, Parc dé 



Xa 


B^ 


m 


k'a 


-B'^ 


n 


ab=- 


r^AB± 


/wA'B' 
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courbe décrit par le point a sera égala la moyenne arithmétique des 
arcs décrits par les points k^ k\.».^ en prenant avec le même signe 
les arcs décrits dans le même sens, 

15. Étant donné un arc AB, le transformer en un arc d^ espèce 
différente et de même longueur. 

Soient OÂ et OB les normales menées aux extrémités de Tare ÂB. 
Soit A'B' ce que devient AB quand on fait tourner la figure autour 
de la bissectrice OC de l'angle AOB. En appliquant le théorème 14, 
on aura une courbe ab égale à la demi-somme des arcs AB et A'B*, 
et par conséquent égale à chacun de ces arcs. 

La courbe ab est symétrique par rapport à OC. En doublant les 
dimensions d'une de ses moitiés, on aura une courbe aV égale 
à AB, mais dont les normales extrêmes feront un sgagle égal à là 
moitié de l'angle AOB. 

En opérant sur a'c' comme sur AB et répétant indéfiniment cette 
suite d'opérations, on transformera l'arc primitif en arcs égaux 
dont les normales extrêmes feront un angle de plus en plus petit 
et qui, par conséquent^ différeront de moins en moins d'une ligne 
droite. 

16. Dans la transformation précédente, on a changé un ard AB 
en un autre arc de même ouverture ou d'une ouverture moitié nloin- 
dre, c'est-à-dire dans lequel les normales extrêmes faisaient le même 
angle ou un angle moitié moindre. Soit rs l'ouverture d'un certain 
arc AB, posons /? =/(w) : on a 



On aurait encore 



Soit /?, =/i ( w) l'équation de la podaire d'une certaine courbe dont 
l'arc serait représenté par la formule précédente : on doit avoir 

/. M +/"(«) = /(«")+/" H)- 

La fonction /, est donc donnée par une équation différentielle li- 
néaire du second ordre, en général difficile à intégrer. 



COUABËS BECTIFUBLES. 

17. Trouver une courbe connaissant sa podaire. 
Si ^ = /(w) est l'équation de la- podaire, r le rayon vecteur delà 
II; a3 
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courbe cherchée et û l'angle de ce rayon vecteur avec Taxe fixe au- 
quel la podaire est rapportée , il faudra éliraÎAer u entre les deux 
équations 

i8. Si l'on prend f[tji] égal à la dérivée d'une certaine fonction 
F (h), ^élimination précédente donnera une équation 

, ?('•, e) = o, 

qui représentera une courbe rectifiahle, 

19. On obtiendra encore une courbe rectijiable si Von trouve une 
fonction M de x telle, que l'on puisse trouver en termes finis les 
intégrales 

I Mr/.r, / Trdv. 

Il suffira de poser 

En prenant M de la forme M = oof^ on aura une courbe algé- 
brique. Si M est une fraction algébrique rationnelle, la rectification 
de la courbe dépendra généralement des arcs de cercle et des loga- 
rithmes. 



NOTE VI. 



fiCK LA 11ËI>UCT10N BES SOHHES AUX INTÊiiÀALES» 
Pair M. E. Pboobet. 



Formule fondamentale. — AppH«ation de cette formulé aux fonctiohs en- 
tières, — aux fonctions fractionnaires, — * aux fonctions trarnsoendante». 
— Théorèmes à démontrer. 



FORMULE FONDAMENTALE. 

i . Soit f(a:) une fonction quelconque et n un nombre entier posi- 
tif. Proposons-nous de trouver une fonction y {/?) telle, que l'on ai( 

-hfix-h'^r^h). 
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Posons 

(a) ^(„)^/'(^)+/(.r-4-/i)+/'(x + 2//)^... 

Il en résultera 

(3) ^(n + ï)^f{n)=f(a!-]-nh), 

(4) ^(n^i)^^(h)==f(x-^nh), 

La fonction <p doit satisfaire à l'équation ( 3) pour des valeurs en- 
tières de n; mais il est clair que cette condition sera remplie à plus 
forte raison, si Ton obtient une fonction <p telle, que l'équation ( 3 ) 
soit satisfaite pour toutes les valeurs que Ton mettrait à la place de n. 
Alors l'équation (3) est identique. On pourra donc prendre les dé- 
rivées deB"'deux membres par rapport à /i, et l'on aura 

(5) ^'{«4-I)-f(/^) = A/■'(x+,l/^), 
et, en comparant avec l'équation (4), 

(6) r^*(n^^i)-^<f'[n) = k'^{n-hi)^h^(n). 

Si maintenant nous changeons successivement n en n-{-i , /î-|-2,..., 
n 4- X', nous aurons, en ajoutant les résultats, 

ou bien 

(7) ^'(n)--h^{n) = cf'(n-hA-)-h-^(n-hA), 

Le premier membre de cette égalité est indépendant de / ; donc il 
doit en être de même du second : mais ce dernier est une fonction 
de n 4-X-, et il ne peut pas être indépendant de X- sans l'être de n. 
Donc l'égalité (7) sera satisfaite si l'on pose 

(8) ^'(n)-h^(n) = c, 

c désignant une constante, c'est-à-dire un nombre indépendant de n. 
En désignant (?(«) par Sf(x) et •^[n) par S/'(.r), on aura 

5S^ 



ls/(a:)=:AS/H^) + c, 



et en intégrant, 

(l) Sf[x) = hÇsf(x] dn 4- en, 

formule qui fait dépendre la sommation de la fonction /(.r) do la 
sommation de sa dérivée. On n'ajoute pas de nouvelle constante, 
parce que S/t.r) doit être nulle pour n = o. 
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AI^PLIGATION AUX FONCTIONS ENTIÈRES. 

2. Supposons que f(x) soit une fonction entière du degré m\ 
alors /^(x) est une constante Â, et Ton a tout d'abord 

4'où l'on tire successivement, en appliquant la formule (I), 

et enfin 

ar,^^^ AA";i"*^^ B.A"-'fl^ B,A"-^;2^-» , 

1.2 I 

B„ B,,..., B^ sont des constantes dont la valeur se déterminers^ 
successivement, à chaque intégration, en faisant n =i. 

3. Qn trouvera très-facilement par ce moyen les sommes des puis-' 
sances des n premiers nombres. En désignant ces sommes par S^^ 
S^, S„ etc., on aura, en général, 

(H) S„=/wJ''s_.^/H-c; 

on a d'abord 

et en intégrant, 

a 
Pour déterminer c, on fera /z = i, ce qui réduit le premier membre 
i I ; on aura dpnc i = - + <?, d'où c = - et 

s, ^21+2. 

' 2 2 
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On aura de la même manière 

n" ri" n^ ri" n 

et ainsi de suite. 

On voit que la formule (II) présente un grand avantage sur la for- 
mule du n° 743 qui fait dépendre chaque somme de toutes les sommes 
d'un indice moindre. En partant de la valeur de S^, donnée au nu^ 
méro cité, on trouvera facilement 

ç, _ 72® n* ^n^ .72* 

* "~ 9 2 la 12' 

n' n\ n^ n^ n 

72204^ 
_ «' «' 7/1* 7 «* /?' 

• 9 2 3 i5 9 3o 
/!'• /î» 3«« 7/ï« «* 3/2' 

^ 10 2 4 10 2 20 

^-=77-^X^-6--'^'^'^ -r- 66' 

^ _ /î" /z*' 1 1 «'" 1 1 w' 1 1 72* n //* 5/r 



APPLICATION AUX FONCTIONS FRACTIONNAIRES. 

4. Posons 

/W^rrr^^' d'où /'(*)^ '''"^' 



"a:(a: 4-ï) a:'(j: + i)* 

Dn a trouvé ( 741 ) 



i.a 2.3 ' n(H'\- 1) w-h I 

On aura donc 

De là résulte 
^ Pour déterminer la constante, faisons c =^ i : le premier membre se 
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réduit à 7 et S/'fx) à — 7; donc c — i, et, par suite, 
4 4 

I 3 5 !i«-f- 1 



ou bien 

3 5 a/i + 1 _ 1 

APPLICATION AUX PONCTIONS TRANSf^ENDANTES. 

5. Soit 

^ = S/(x) =: I -h ^ 4- 6'*-f e-^ -h, . .-+- ^"S 
la formule ( I ) donnera, en remarquant que /'(*)=«* = J^ 1 

Ration dont l'intégrale est 

jr =r cV — c. 
Les constantes se déterminent en faisant /i = p, /i = i , ce qui donne 

= c* — r, 

1 = c*e — c; 

d'où l'on tirp c = c' =s ? et, par conséquent, 

1 4. <? -I- e»-h. . .4- <?"-* = ^^^ » 
formule connue. 

6. Comme dernière application , nous allons faire voir comment 
on peut, par le moyen de la formule (I), ramener à une question 
ide calcul intégral ordinaire la sommation d'une classe très-étendue 
de fonctions transcendantes. 

1°. Soient 

u' étant la dérivée de v . La formula (I ) donne immédiatement 

équation différentielle du premier ordre qui ramène Sue^kSu'd^. 
Si d^nc u est une fonction algébrique et entière de Xf alors >* dé-« 
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pendra, en dernièrer analyse, d'une équation dé la forme 

dz ^ 

qui s'intègre immédiatement. 
%"". Soient 

^ = S M sin hx^ z = Su côs bx, 

Xt = Su'sukbXy 2j = Su' COS tx : 
on aura, ^n différentiant deux fois de suite, 

Cette seconde équation^ linéaire et du second ordre, samône. donc 
Susinbx à Su'smbx et à Su'cos^j;. Dn pourra donc trouver 
S u. sin bx, par une, suite de semblables réductdons,, quand u sera^une 
fonction de x algébrique ek entière.. 
3°. Soient 

f=Su€^ambx, 2 == S ac" cos ^a:, 

X^ = Su'e^sinbx, «j = Su'e^ cos^x, 
on aura 

=/-!-*(>; 4- ^r H- «z-^c,>+«^; 

l'élimination de z entre ces deux équations donnera une é(piation.du^ 
second ordre et fena. dépendre x ^ J^u ^^ ^ ^^ Ii> sera donc possible' 
d'obtenir les intégrales demandées q^iand u sera, une fonction algé- 
brique et entière. 

Si maintenant on se rappelle que les puissanées de sin bx et de 
COS ex peuvent s'exprimer en sommes de sinus ou de cosinus des 
multiples de bx^ on conclura des trois cas que nous venons d'exa- 
miner, la possibilité d'obtenir 

lorsque la fonction / sera algébrique et entière. 

THÉORÈMES A DEMONTRER. 

7. Si m est un nombre impair, on aura 
ç désignant une fonction entière. 
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8. Si ni est un nombre pair, on aura 

S„=«(«4-i)(a/i + i)^[«(/i-hi)], 
<p désignant une fonction entière, 

9. Soient 5„ la somme des m*''"*' puissances des nombres entiers 
premiers à t entier n et inférieurs à ce nombre; c la constante qui 
entre dans la formule ( II) ; P (/ ) r expression 

(i-cf){i-l^)...(i-l'), 

a, b,, ,., l étant les facteurs premiers de n\on aura 

^m=^ f s^,du-^c?{n-i)Xn, 

On conclut de là que pour obtenir s^, il suffirait de multiplier les 
termes du développement de S^, ordonné par rapport aux puissances 
décroissantes de n, respectivement par P (— i), P (o), P (i). ... On 
aurait ainsi, en observant que P(o) == o, 

5. = iiP{~i), 

., = f P(-i)4-gP(i), 
., = ^P(-,) + ^P(i), 

et ainsi de suite. ( Foir pour cette dernière question un article de 
M. Thacker dans le Journal de C relie, tome XL, ou les Nouvelles 
Annales de Mathématiques, tome X, page 3a 4. ) 



Fin D^ SECOND VOLUME. 
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